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VORREDE. 


Meine. 1893 im Programm der Realschule der 
Israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. erschienene 
Arbeit „Die Arithmetik des Elia Misrachi“ hat eine so 
freundliche Aufnahme gefunden, dafs eine neue Auflage 
erforderlich geworden ist. Ich habe diese Gelegenheit 
dazu benutzt, eine Reihe nicht unwichtiger Verbesse- 
rungen und Vervollständigungen anzubringen. Unter 
anderm habe ich an einigen Stellen mathematische 
Entwicklungen beigefügt, welche das Verständnis solchen 
Lesern erleichtern sollen, die sich nicht über ıhre Schul- 
zeit hinaus mit Mathematik beschäftigt haben. _ Bei 
Angabe der vor oder kurz nach Misrachis Buch 
erschienenen Werke, welche dieselben oder ähnliche 
Aufgaben wie er behandeln, habe ich auch noch auf 
die Summa von Nicola Paciuolo (1494), den Anhang 
(Probl&mes) zu Nicolas Chuquet (1484), das Rechen- 
buch von Johannes Widmann von Eger (1489) und 
die Cofs von Christoff Rudolff (1525) bezug genommen. 


Frankfurt a. M., im August 1896. 


Gustav Wertheim. 
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1. Einleitung. 


Die Eroberung Konstantinopels durch die Türken, die dem 
morschen oströmischen Reiche ein Ende machte und indirekt 
nicht wenig zur geistigen Wiedergeburt Europas beitrug, war 
auch für die von den byzantinischen Kaisern geknechteten Juden 
ein erlösendes Ereignis; denn der Eroberer gestattete ihnen, sich 
frei in den Städten seines Reiches niederzulassen und Synagogen 
und Schulen zu errichten. 

Es war das ein um so gröfseres Glück, als zu dieser Zeit 
die Verfolgungen und Bedrückungen ‘der Juden in den übrigen 
europäischen Ländern immer heftiger wurden, bis sie in der 
brutalen Austreibung aller Juden aus Spanien (1492) und Por- 
tugal (1496) ihren Gipfel erreichten. Die Sultane Bajazet, Selim I. 
und Soliman I. nahmen die flüchtigen Juden mit grofser Zuvor- 
kommenheit auf und räumten ihnen dieselbe Freiheit ein, welche 
andere Völker, wie die Armenier und Griechen, genossen. Die 
Juden kamen aber auch wie gerufen; denn die Türken, die in 
den Künsten des Friedens wenig erfahren waren, mochten den 
im Lande wohnenden Christen nicht trauen, aber auf die Dank- 
barkeit und Treue der Juden konnten sie unbedingt zählen, und 
letztere, namentlich die aus Spanien eingewanderten, hatten 
gerade die Eigenschaften, die den Türken abgingen. Daher war 
bald nicht blofs die Schifffahrt und der gesamte Handel in ihren 
Händen, sondern sie trieben auch Handwerke und Künste; sie 
verfertigten Rüstungen und Waffen, gossen Kanonen, fabrizierten 
Pulver und lehrten die Türken damit umzugehen. Auch als 


Dolmetscher und diplomatische Unterhändler wurden die infolge 
Misrachi, Arithmetik. 1 
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ihrer vielem Wanderungen völker- und sprachenkundigen Juden 
im türkischen Reiche verwandt. 

Schon der Sultan Mohammed II. hatte bald nach der Besitz- 
ergreifung Konstantinopels einen jüdischen Oberrabbiner für alle 
türkischen Gemeinden in der Person des gelehrten und tüchtigen 
Mose Kapsali ernannt, den er sogar in den Divan berief und 
dadurch besonders auszeichnete, dafs er ihm den Platz neben 
dem Mufti anwies und ihm den Vortritt vor dem griechischen 
Patriarchen, dem Oberhaupt sämtlicher Griechen seines Reiches, 
einräumte. Das Amt dieses Oberrabbiners war ein ungemein 
wichtiges. Er verteilte die Steuern, weiche die Juden einzeln 
oder gemeindeweise zu zahlen hatten, liels die Gelder einziehen 
und in die Kasse des Sultans abliefern; er bestätigte die Rabbiner 
und hatte gewisse Strafbefugnisse über sämtliche Gemeinde- 
mitglieder. | 

Als Mose Kapsali 1495 starb, übernahm Elia Misrachi 
das Oberrabbinat und bekleidete dasfelbe bis zu seinem 1526 er- 
folgten Tode. Er war um 1455 geboren und stammte wahrschein- 
lich aus einer in Konstantinopel eingewanderten griechischen 
Familie. Ein Schüler des Rabbiners Juda Menz aus Padua, war 
er ein tiefer Talmudkundiger und ein streng frommer Mann. 
In seiner Jugend war er ein Heifssporn gewesen. So hatte er 
1487 einen Abgesandten der Jerusalemer Gemeinde, der angeblich 
für den Bau einer Synagoge, in Wirklichkeit für die Taschen 
der Vorstandsmitglieder Gelder sammeln wollte, einfach von der 
Kanzel gewiesen. Ebenso hatte er um dieselbe Zeit die Wieder- 
vereinigung der Rabbaniten mit den Karäern, die von Gelehrten 
beider Richtungen erstrebt wurde, in einer Schrift lebhaft be- 
kämpft. Später war er milder gegen die Karäer gesinnt, und 
als einige Überfromme unter den Rabbaniten das Verhältnis 
gegenseitiger Duldung, das sich im Laufe der Zeit zwischen 
beiden Parteien gebildet hatte, mit Gewalt stören wollten, ent- 
wickelte er in einer Schrift, dafs das Abstolsen der Karäer un- 
gerecht sei, und dafs man nicht blofs das Recht, sondern sogar 
die Pflicht habe, die Karäer als Juden zu behandeln. Ob das 
Alter ihn zu gemälsigteren Ansichten gebracht, oder ob die hohe 
Stellung, zu der er emporgestiegen war, seinen Blick erweitert 
hatte, so dafs ihm jetzt nebensächliche Differenzen minder wichtig 
als früher erschienen, wird sich schwer entscheiden lassen. 
Wahrscheinlich haben beide Umstände vereint sein Auftreten 
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gegen religiöse Intoleranz veranlafst. Sicherlich hat aber einen 
mälsigenden Einfluls auf sein Urteil auch seine Beschäftigung 
mit profanen Wissenschaften geübt, die er eifrig pflegte, obwohl 
er sich als strenggläubiger Rabbanit in erster Linie mit der 
Religionswissenschaft beschäftigte, die er durch umfangreiche, 
noch jetzt geschätzte Werke!) förderte. 

Besonders eifrig wurden in der zweiten Hälfte des 15. Jahr- 
hunderts von den Juden in Konstantinopel mathematische 
Studien betrieben. Später scheint dieser Eifer nachgelassen zu 
haben; wenigstens klagt Josef Salomo Del Medigo (1591 — 1657) 
aus Candia, der aulser Theologie und Medizin auch Mathematik 
und Astronomie studiert hatte, ein Schüler Galileis, in einem in 
mehrfacher Hinsicht höchst interessanten Briefe an Serach 
ben Nathan den Karäer in Troki darüber, dals die Rabbiner 
so wenig Interesse für Mathematik bekundeten: „In alten Zeiten, 
als die Propheten treue Hirten. waren, da gab es Weise und 
Einsichtsvolle in Israel, alle Kenntnis war ihnen eigen, die Stern- 
kunde war selbst den Schwachen bekannt, die Mathematik um- 
rankte mit ihren einzelnen Zweigen, der Musik, Arithmetik, 
Algebra und Astronomie, das Gotteshaus. Aber jetzt ist die Kunde 
davon schwach.“ Und später sagt er: „Die meisten jüdischen 
Gelehrten empfinden alsbald Widerwillen gegen diese hohe Wissen- 
schaft, nachdem sie kurz zuvor nach ihr sich gesehnt und ihr 
Studium begonnen haben, weil der Vorbereitungen dazu viele 
und die Lehrsätze oft schwierig sind, indem man erst mittels 
der Arithmetik und Geometrie zur Astronomie sich erheben kann. 
Kurz, die Masse der Rabbinen versteht in unseren Tagen von 
den Himmelskörpern gerade soviel wie Ochs und Esel.“ In 
demselben Briefe zählt er dann die hebräischen Werke mathe- 
matischen und astronomischen Inhalts auf, die er selbst in seiner 
Bibliothek besitze, und bemerkt unter anderem: „Der gelehrte 
und würdige Mardochai Comtino verfalste mehrere Schriften 
nach Anleitung derer des Abraham ibn Esra, erklärte auch 


1) pen 5b» "mama mb 20, Superkommentar über Raschis Kom- 
mentar zum Pentateuch, ein oft gedrucktes Werk, von dem auch Auszüge 
erschienen sind.. Erste Ausgabe. Venedig 1527. i 

Drpin» on no. 39 Gutachten über halachische Gegenstände. 

Venedig 1647. 
mawm mo. Sammlung von 100 Gutachten. Konstantinopel 
1559 — 1561. 
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dessen Schriften alle; sein Schüler, der berühmte Elia Misrachi, 
schrieb Kommentare zu den Elementen des Euklid, auch zu 
einem Teile des Almagest!), und verfalste das Sefer-Hamispar, 
welches von allen, die es kennen und verstehen, sehr geschätzt 
wird.“ (Abraham Geiger, Melo Chofnajim, p. 11 ff.) 

Die Erläuterungen zu den Elementen Euklids und zum 
Almagest scheinen verloren zu sein; nur das Sefer-Hamispar ist 
auf uns gekommen. Es ist 1534, also acht Jahre nach dem Tode 
des Verfassers, in Konstantinopel in der berühmten Druckerei 
von Soncino gedruckt worden. Der vollständige Titel lautet: 


SR nn womssoip> 5’ Amatan mon "arm “mbnn bennb “Bonn "50 
„bob naw> end mawa nohbin robın Shan Sam Tbran 


(„Buch der Zahl des Theologen Elia Misrachi sel. Andenkens in Kon- 
stantinopel, der Stadt unseres Herrn, des grolsen und mächtigen Königs 
Sultan Soliman, im zwölften Jahre seiner Regierung.“) 


Zu dieser Zeit waren eine ganze Reihe christlicher Gelehrter, 
durch Reuchlin angeregt, mit dem Studium der hebräischen 
Sprache und Litteratur beschäftigt. Man hatte erkannt, dals die 
Bibel ohne Kenntnis des Hebräischen ein verschlossenes Buch 
bleiben werde, und daher wurden an allen Universitäten Lehr- 
stühle für die hebräische Sprache errichtet und Lehrer derselben 
gesucht. Einer der hervorragendsten Gelehrten der Zeit. war 
Sebastian Münster aus Ingelheim, der seit 1529 in Basel 
Hebräisch und Theologie lehrte und eine grolse schriftstellerische 
Thätigkeit entfaltete.e Ihm wurde (jedenfalls vor 1544) von 
seinem Freunde Erasmus Oswald Schreckenfuchs, der in 
Tübingen mit dem Lehramte der hebräischen Sprache betraut 
war und später ebenfalls in Basel Hebräisch, Mathematik, Astro- 
nomie und Rhetorik lehrte, ein Exemplar des Sefer-Hamispar 
und 1544 das Sefer-Zuras-Haarez (Buch von der Gestalt der 
Erde) des Abraham bar Chijja?) übersandt. Münster, der 


1) Das berühmte Werk usydAn ouvrafıs (grolse Zusammenstellung) 
des Klaudius Ptolemaeus (125 n. Chr.), welches in 13 Büchern die 
unter dem Namen des ptolemäischen Weltsystems bekannte Lehre von den 
Bewegungen der Gestirne entwickelt, hat später, als es ins Arabische 
übersetzt wurde, durch Zusammensetzung des arabischen Artikels al mit 
dem griechischen Superlativ u&yıoros den Namen Almagest erhalten, mit 
welchem es noch heute gewöhnlich bezeichnet wird. 

2) Ein spanischer Rabbiner, um 1070 geboren, der verschiedene mathe- 
matische und astronomische Werke verfalst hat. 


das letztere Werk mit seinen Zuhörern lesen und „denselben .die 
schwierige Arbeit, sich eine Abschrift zu machen, ersparen wollte, 
veranstaltete für seinen und der Professoren anderer Univer- 
sitäten Gebrauch“ einen Auszug aus beiden Werken, den dann 
Schreckenfuchs ins Lateinische übersetzte. Text und Über- 
setzung sind, in einem Quartbande vereinigt, 1546 bei Henricus 
Petrus in Basel erschienen. Der hebräische Text umfalst 
352 Seiten; die ersten 211 enthalten die Schrift des Abraham 
bar Chijja; hier hat Münster dem Texte überall erläuternde 
Randbemerkungen in lateinischer Sprache beigefügt. Der Rest 
des Werkes giebt einen dürftigen Auszug aus den beiden ersten 
Teilen des Sefer-Hamispar; von Seite 213 bis 264 sind eben- 
falls lateinische Randbemerkungen Münsters vorhanden, von 
Seite 264 bis zum Schlufs nicht mehr. Die besonders: paginierte 
lateinische Übersetzung, die auch ein eigenes Titelblatt hat, 
umfalst 207 Seiten, und zwar beziehen sich die ersten 110 auf 
das Sefer- Ash der Rest auf das Sefer-Hamispar. 

Münster war, wie er in der Vorrede darlegt, glücklich, diese 
beiden Bücher erhalten zu haben, denn jetzt könne er mit seinen 
Zuhörern einmal etwas anderes als Schriften der Bibel lesen 
und die Behauptung widerlegen, die Juden seien jeder wissen- 
schaftlichen Thätigkeit entfremdet, und man fände bei ihnen 
nichts als leere Traditionen und talmudischen Unsinn. 

Im Laufe der Zeiten ist nun sowohl die Originalausgabe wie 
der Münstersche Auszug eine buchhändlerische Seltenheit ge- 
worden!). In neuerer Zeit hat Dr. M. Steinschneider sich mit 
Misrachis Buch beschäftigt. Als Antwort auf eine. Anfrage 
des um die Geschichte der Mathematik hochverdienten Fürsten 
Baldassarre Boncompagni in Rom, ob ein jüdischer Schrift- 
steller sich mit der Summation der Reihe 13-23 +33 +... —+.n3 
beschäftigt habe, hat er nicht nur die auf diesen Gegenstand 
bezüglichen Stellen nebst der ganzen Einleitung des Sefer- 
Hamispar (ins Italienische) übersetzt, sondern auch allgemeine 
interessante Mitteilungen über das Werk gemacht und nament- 


1) Ein im Jahre 1809 in Lemberg erschienenes Rechenbuch, das 
den Titel "son vandn führt, behandelt nach Misrachi, dessen Name 
auf dem Titelblatte angegeben ist, „das Rechnen mit ganzen Zahlen und 
Brüchen, das Rechnen in der Geometrie und Astronomie, das Ausziehen 
der Quadrat- und Kubikwurzeln aus ganzen Zahlen und Brüchen“. Daran 
schliessen sich „umfassende und neue Belehrungen über das Schachspiel“. 
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lich das Verhältnis, in welchem der Münstersche Auszug zum 
Original steht, mit gewohnter Gründlichkeit dargelegt. Aber 
diese Arbeit, die 1866 in Rom erschienen ist, kann in dem Leser 
nur den Wunsch rege machen, mehr von dem interessanten 
Buche zu erfahren, und daher habe ich es für angezeigt gehalten, 
durch eine kurze Analyse des Werkes die Aufmerksamkeit von 
neuem auf dasfelbe zu lenken. 


2. Quellen, aus denen Misrachi geschöpft hat. 


Ehe ich mich zum Inhalt des Buches selbst wende, will ich 
einige Worte über die Schriftsteller vorausschicken, deren Werk 
Misrachi bei seiner Arbeit benutzt hat. 

In erster Linie ist hier Abraham ibn Esra (1093 — 1167) 
aus Toledo zu nennen, jener grolse, von Christen und Juden 
gefeierte Gelehrte, welcher aufser vielen anderen Schriften ein 
kleines arithmetisches Werk verfalst hat, das ebenfalls den Titel 
„Sefer-Hamispar“ führt, und das bis vor kurzem nur handschriftlich 
vorhanden war. Erst im vorigen Jahre ist eine von Dr. Moritz 
Silberberg besorgte Ausgabe (Text und deutsche Übersetzung) 
im Druck erschienen (Verlag von J. Kauffmann, Frankfurt a. M. 
1895). Misrachi hat aus Abraham ibn Esra, den er an 
mehreren Stellen ausdrücklich nennt, im theoretischen Teile 
manches entlehnt, und von den 100 Aufgaben, die den dritten 
Teil seines Werkes ausmächen, sind 21 gröfstenteils wörtlich 
aus Abraham ibn Esra entnommen. 

Ferner hat Misrachi sowohl aus griechischen, als auch aus 
arabischen Werken geschöpft. Dafs er griechische Schriftsteller 
im Original oder in arabischen Übersetzungen benutzt hat, erhellt 
aus seiner Darstellung verschiedener Theorieen, z. B. der Pro- 
portionen; er erwähnt aber auch ausdrücklich hin und wieder 
Nikomachus von Gerasa (um 100 n. Chr.), sowie dessen Werk 
ogLdunten eisoyoyn, und an sehr vielen Stellen Euklid (um 
300 v. Chr.), auf den er sich entweder ganz allgemein oder unter 
Angabe bestimmter Sätze bezieht. Ob er seine stereometrischen 
Kenntnisse aus Heron von Alexandrien (um 100 v. Chr.) direkt 
oder aus einem von Heron abhängigen griechischen oder arabi- 
schen Schriftsteller geschöpft hat, wird sich kaum ermitteln 
lassen. 
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Den Arabern sind der grölste Teil seiner Aufgaben, die 
Bruchrechnung, die Methoden der Wurzelausziehung und die Auf- 
lösung der quadratischen Gleichung entnommen. Die Lösung 
der gemischt quadratischen Gleichung ist schon in dem 6. Satze 
des II. Buches der Elemente Euklids enthalten, der in geo- 
metrischer Form die Formel 


@+90+7e=(za+)) 


giebt. 200 Jahre nach Euklid ist Heron (ed. Friedr. Hultsch, 
p. 133) durch die Aufgabe: „Aus der Summe des Durchmessers, 
der Peripherie und des Flächeninhalts eines Kreises jede dieser 
Zahlen einzeln zu bestimmen“, zu einer solchen Gleichung ge- 
führt, und seine Lösungsart stimmt mit dem Verfahren, welches 
Diophant (um 300 n. Chr.) einschlägt, ganz überein. Die 
Griechen führen nämlich die Gleichung a2? -+bxz—=c nicht 
durch Division mit a auf die Form «&2 + mx —= n zurück, son- 
dern sie multiplizieren mit « (wohl um lästige Brüche zu ver- 
meiden), wodurch sie a?2? + abx = ae oder (ax)? + b(ax) 
— «ac erhalten. Aus dieser Gleichung folgt zunächst 


= —ı+ Vac+ (2), 


und dann ergiebt sich durch Division mit a der Wert von & 
selbst. 

Auf diese Weise werden, wenn db eine gerade Zahl ist, Brüche 
überhaupt vermieden. Ist aber 5 ungerade, so treten Brüche 
mit dem Nenner 2, resp. 4 auf. Um auch diese zu vermeiden, 
multiplizieren die Inder die vorgelegte Gleichung ax? +-bx —= c 
von vornherein mit 4a; aus der so erhaltenen Gleichung 
(2ax)2? + 25b.2a2x —4ac bestimmen sie dann zunächst den 
Wert von 2ax, darauf durch Division mit 2a den Wert von «. 
Die Araber dagegen bewirken wie die Neueren durch Division, 
bezw. Multiplikation, dafs «2 den Koefficienten 1 habe, und gehen 
erst dann an die Auflösung. So macht es auch Misrachi. 

Ebenso muls er natürlich, da die negativen Zahlen sich zu 
seiner Zeit noch nicht das Bürgerrecht erworben hatten, drei 
verschiedene Fälle der. Gleichung zweiten Grades, nämlich 
tax —=b, 2 =ax —+b, x —+-b= ax, unterscheiden und 
jeden Fall einzeln behandeln, 
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Seine Abhängigkeit von den Arabern zeigt sich aber in noch 
einem dritten Punkte, der besonders charakteristisch ist. 

Während wir gewohnt sind, bei jeder Gleichung zweiten 
Grades die Unbekannte & selbst zu bestimmen, und dann, falls 
nach x? gefragt sein sollte, den gefundenen Wert von & mit sich 
selbst zu multiplizieren, haben die Araber ein besonderes Ver- 
fahren gelehrt, welches x? direkt liefert. Um z. B. die Gleichung 
x? + ax —b für x? zu lösen, multiplizieren sie mit a? und er- 
halten a222 + a?xz = a?b oder (ax)? + a?(ax) = a:b; daraus 
folgt dann 


(ax)? + a®(ax) + (5) = ab + a 


oa+t- Vav+l. 
Andererseits giebt die vorgelegte Gleichung, wenn beiderseits 
> addiert wird, 22 + ax +% —b- n und durch Subtraktion 
der vorletzten von der letzten Gleichung folst 
+2 _ Vor. 
Ganz so verfährt Misrachi, wie man unten sehen wird. 

Die Behandlung der quadratischen Gleichung seitens der 
Araber zeigt noch eine andere Eigentümlichkeit. Sie erläutern 
in ihren theoretischen Werken die Lösung oder vielmehr „beweisen 
die Richtigkeit“ derselben durch eine geometrische Figur. 

Um z. B. die Gleichung «2 + 10x = 39 zu lösen, zeichnen 


sie ein Quadrat mit einer unbekannten Seite x und legen an 
jede von zwei zusammenstofsenden Seiten 


und 


ein Rechteck von der Breite = Dein 


so entstandene Figur wird durch die punk- 
tierten Linien zu einem Quadrat vervoll- 
ständigt, dessen Seite © + 5 ist. Nun ist 
aber das zuletzt angesetzte Flächenstück 
ein Quadrat, dessen Seite 5 ist, das also 
den Flächeninhalt 25 hat, und da die drei 
anderen Flächenstücke x2, 5x, 5x die Summe 39 haben, so hat 
das ganze Quadrat die Fläche 39 + 25 — 64. Es muls daher 
& + 5. — 8;:also 2. —:3 sein. 
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Noch durch eine andere Konstruktion erläutern die Araber 
die Lösung. Sie setzen an jede der vier Seiten des Quadrats x? 
ein Rechteck von der Breite Ten); dann 
—7 wird die Figur durch vier Quadrate, von 
denen jedes den Flächeninhalt (21/5)? — 6!/; 
hat, die also zusammen 4.61/, = 25 be- 
tragen, zu einem Quadrat ergänzt, und da 
dieses Quadrat die Seite 2, + x 4 21), 
 =2x-+-5, die Fläche 39 4 25 — 64 hat, so 

ist wieder 2 +5 —= 8, also 2 —=3. 

So anschaulich dieses Verfahren auch ist, so kann es doch 
nur als ein Rückschritt angesehen werden. 

Schon Diophant hatte, indem er in seinem Hauptwerke — 
wenn man von der einen, wahrscheinlich eingeschobenen Auf- 
gabe V, 13 absieht — immer nur mit allgemeinen Zahlenausdrücken 
rechnet, ohne seine Zuflucht zu geometrischen Darstellungen zu 
nehmen, eine von der Geometrie unabhängige Algebra 
geschaffen. Der Teil seines Werkes, in welchem die Auflösung 
der Gleichung zweiten Grades gelehrt wird, ist zwar verloren 
gegangen. Es ist aber nicht anzunehmen, dafs gerade dieser 
verhältnismäfsig jedenfalls kleine Teil in einem anderen Geiste 
geschrieben gewesen sei, wie die uns erhaltenen Teile des Werkes. 
Viel eher dürfen wir voraussetzen, die Verstümmelung der Arith- 
metik Diophants sei schon eingetreten, bevor dieselbe in die 
Hände der Araber fiel, also schon vor Mohammed Abul Wafa 
(940— 998), der eine Übersetzung derselben angefertigt haben 
soll, oder jedenfalls vor Mohammed ben Alhacan Alkarkhi, 
der in sein zwischen 1010 und 1016 geschriebenes, unter dem 
Namen Al-Fakhri bekanntes Werk etwa 70 Aufgaben aus Dio- 
phant aufgenommen hat. Die Araber mulsten also, da ihnen 
eine bessere Darstellung der Sache fehlte, wieder zu der schwer- 
fälligen geometrischen Methode Euklids zurückkehren, und 
ihrem Beispiele sind die christlichen Mathematiker, voran Leo- 
nardo Pisano (1202), gefolgt. Noch Rafael Bombelli verfährt 
auf diese Weise in der zweiten Auflage seiner 1579 in Bologna 
gedruckten „Algebra“. 

Misrachi giebt keinen solchen geometrischen Beweis der 
Lösung. Ob er sich dabei nach den kurz gefalsten Rechen- 
büchern der Araber ‚gerichtet, die ebenfalls von einem solchen 
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Beweise Abstand nehmen, wie sie überhaupt nicht auf die Be- 
sründung der Operationen eingehen, oder ob er, was mir bei 
der Sorgfalt, die er sonst auf die Beweise verwendet, wahrschein- 
licher scheint, es für unzulässig gehalten hat, die Algebra wieder 
in Abhängigkeit von der Geometrie zu bringen, bleibe dahin- 
gestellt. 

Obgleich nun Misrachi im wesentlichen nur das behandelt, 
was er aus hebräischen, griechischen und arabischen Werken 
entnommen hat, so ist er doch mehr als ein blolser Compilator. 
Das zeigt er sowohl in der Auswahl, wie in der Behandlung des 
Stoffes. 

Bekanntlich haben die Griechen streng zwischen Arith- 
metik und Logistik unterschieden. Die Arithmetik war, wie 
die Geometrie, geistigen Ursprungs und handelte blofs von den 
Eigenschaften der Zahlen. Die Logistik war, wie die Mechanik, 
Astronomie, Optik, Geodäsie und Musik, sinnlichen Ursprungs 
und behandelte das Rechnen in seiner‘ Anwendung auf sinnlich 
wahrnehmbare Gegenstände Wie die Araber, verfährt auch 
Misrachi eklektisch. Im ganzen ist sein Sefer- Hamispar, wie 
wir sehen werden, ein Lehrbuch der Logistik. Die Anwendungen 
sind ihm die Hauptsache. Er verweilt nicht bei der von Niko- 
machus gegebenen Dreiteilung der geraden Zahlen (&orioı 
God wol) in gerademal-gerade (Goticxıg &orioı), d. i. solche, 
welche bei fortgesetzter Halbierung den Quotienten 1 geben; 
gerademal-ungerade (Kotioregrrro), d. i. solche, deren Hälfte 
eine ungerade Zahl ist, und ungerademal-gerade (meo160uorıot), 
d. i. solche, deren Hälfte zwar noch gerade ist, die aber bei 
fortgesetzter Halbierung einen von 1 verschiedenen Quotienten 
geben. Ebenso erwähnt er blofs die so höchst unlogische Ein- 
teilung, welche dieser auf Dreiteilungen versessene Schriftsteller 
mit den ungeraden Zahlen (agı9uoi eoeı600L) vornimmt, die bei 
ihm in Primzahlen (zeoroı zul aovvderoı), zusammengesetzte 
Zahlen (devreooı #ul 6VVdeEro) und drittens Zahlen zerfallen, die 
an sich zusammengesetzt und in Beziehung auf einander teiler- 
fremd sind. Misrachi erklärt ausdrücklich, dafs „diese Ein- 
teilungen nicht auf dem Wege zu dem Ziele liegen, das er sich 
gesteckt“. Auch die figurierten Zahlen behandelt er nicht. Die 
vollkommenen Zahlen waren für ihn als Theologen von Interesse, 
und er beschäftigt sich mit ihnen in Anlehnung an Nikomachus. 
Die auf denselben Principien beruhenden befreundeten Zahlen 
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dagegen, mit denen sich besonders die Araber beschäftigt hatten, 
übergeht er mit Stillschweigen. 

Dieselbe Selbstständigkeit des Urteils, die er in der Wahl 
des Stoffes bekundet, zeigt er auch in der Darstellung. Überall 
geht er der Sache auf den Grund und kommt dadurch zu- 
weilen, wie wir unten sehen werden, zu ganz originellen Beweis- 
methoden. 


3. Zweck und Plan des Sefer-Hamispar. 


Das Sefer-Hamispar, zu dessen Betrachtung ich mich nach 
diesen Vorbemerkungen jetzt wende, ist ein Quartband von 
110 Blättern. In demselben sind nicht die Seiten, sondern nur 
die Bogen numeriert; der Kürze halber werde ich aber in meinen 
Hinweisungen immer die betreffenden Seiten angeben. Der Um- 
stand, dafs das Werk erst nach dem Tode des Verfassers gedruckt 
worden ist, hat zahlreiche Ungenauigkeiten veranlafst, die ich, 
soweit es erforderlich war, stillschweigend berichtigt habe. 

In der Einleitung giebt Misrachi eine Einteilung der 
Wissenschaften: Theologie, Mathematik und Naturwissenschaft, 
und bespricht deren Verhältnis zu einander. Die Gegenstände 
der Theologie, der göttlichen Wissenschaft, sind frei und unab- 
hängig von jeder Materie, die Gegenstände der beiden anderen 
Wissenschaften nicht, sondern sie sind entweder mit einer sinn- 
lich wahrnehmbaren Materie notwendig verbunden, so dafs der 
Gedanke sie nicht ohne dieselbe erfassen kann, wie Mensch, 
Pflanze u. s. w. (Naturwissenschaft), oder sie können vom Ver- 
stande ohne sinnlich wahrnehmbare Materie begriffen werden, 
wenngleich sie ohne eine solche nicht ins Dasein treten können, 
wie Dreieck, Quadrat u. s. w. (Mathematik). Danach nimmt die 
Mathematik eine vermittelnde Stellung zwischen der Theologie 
und der Naturwissenschaft ein und verdient die grölste Auf- 
merksamkeit. Sie ist gleichsam eine Brücke, über welche unser 
Gedanke von den sinnlich wahrnehmbaren Dingen, mit denen 
wir von Kindheit an vertraut sind, zu den geistigen schreitet, an 
die unsere Sinne nicht gewöhnt sind, und die in ihrer Feinheit 
unseren Seelen gleichen. Nur durch die Mathematik führt der 
Weg zur Erkenntnis der Dinge. 

Von den vier Teilen der Mathematik: Arithmetik, Geometrie, 
Astronomie und Musik, sind die beiden ersten die allgemeineren 
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und daher wichtigeren, und da die Geometrie die Arithmetik 
voraussetzt und ıhrer bei der Ausmessung der Dreiecke oder 
Vierecke oder Achtecke u. s. w. bedarf, während die Arithmetik 
von der Geometrie ganz unabhängig ist, so mufs die Behand- 
lung der Arithmetik derjenigen der anderen Wissenschaften 
vorausgehen. 

Misrachi setzt dann auseinander, was ihn bewogen habe, 
den Gegenstand, über den schon die früheren Gelehrten ge- 
schrieben, aufs neue zu behandeln. Dieselben hätten, sagt er, nur 
das Verfahren zur Lösung der Aufgaben und dessen Abkürzungen 
gelehrt, nichts weiter. Wenn aber den Schülern die Gründe der 
Methoden unbekannt blieben, so lernten sie nur die Verfahrungs- 
arten des einen Verfassers kennen, dem sie folgten, diejenigen 
anderer Schriftsteller blieben ihnen verschlossen, und noch 
weniger würden sie befähigt, selbst Methoden zu erfinden und 
Aufgaben zu lösen, mit. denen sie sich vorher nicht beschäftigt 
hätten. 

Dazu käme noch ein anderer Grund, nämlich die Liebe zu 
seinen teuren Schülern, die ihn gebeten hätten, für sie ein Buch 
zu schreiben, welches alle von den früheren Schriftstellern be- 
folgten Methoden mit ihren Gründen und Beweisen lehre. Des- 
halb habe er dieses Werk verfafst, das vielleicht auch manchem 
Gelehrten Arbeit ersparen und dadurch von Nutzen sein werde. 
Man werde in dem Buche auch neue Methoden finden, die er 
selbst ersonnen habe. Es sei zwar nicht zu erwarten, dafs er 
alle Wege anzeige, die zur Lösung der Aufgaben überhaupt 
möglich seien; aber mittels der Gründe und Beweise, die er 
gebe, werde der Leser die Kunstgriffe aller Schriftsteller und 
ihre Grundlagen begreifen und, wenn Gott ihn durch Verleihung 
von Verstand begünstigt habe, deren neue erfinden können. 

Nachdem er sodann den Zweck der Arithmetik dargelegt, 
geht er zur Definition der Zahl über, die einer Einteilung der 
Zahlen vorangehen müsse. Die von den früheren Schriftstellern 
gegebene Definition: „Die Zahl ist eine Vereinigung von Ein- 
heiten“ entspreche, setzt er auseinander, nicht den Forderungen 
der Logik. Nach ihm ist die Zahl eine diskrete Gröfse (zum 
Unterschiede von den kontinuierlichen Gröfsen: Linie, Fläche, 
Körper, Raum und Zeit), deren Mafs die Einheit ist. 

Die Zahlen zerfallen in solche, welche jede für sich allein 
verständlich sind, und solche, welche, um verstanden zu werden, 


einer anderen Zahl bedürfen, mit der sie verglichen werden. 
Die erste Art sind die ganzen Zahlen, die zweite Art die Brüche, 
und die Verbindung beider erzeugt noch eine dritte Art, die 
gemischten Zahlen. 

Nach einer Aufzählung der verschiedenen Anwendungen der 
Arithmetik (im Handel; bei der Ausmessung von Ebenen und 
Körpern; für viele Gegenstände der Geometrie, die man wissen 
muls, um bei der Teilung von Häusern und Höfen sich vor 
Unterdrückung und Beeinträchtigung zu schützen und jedem das 
Seine zu geben; zur Bestimmung der Bewegungen der Gestirne, 
von denen die Monate und Feste abhängen u. s. w.) legt Mis- 
rachi dar, dafs es im Grunde nur drei Rechnungsarten gebe: 
die Addition, die Subtraktion und die Division. Wenn 
nämlich nur eine Zahl vorliege, so sei von einer Rechnung 
keine Rede. Eine solche setze zwei Zahlen voraus, und zwar 
könne die eine Zahl entweder um die andere vermehrt oder um 
die andere vermindert werden, oder endlich es könne das Ver- 
hältnis der einen zur anderen genommen werden. Die Multi- 
plikation sei nichts als eine Addition gleicher Zahlen und 
nur zur Abkürzung der Schreibweise als besondere (vierte) 
Rechnungsart eingeführt. Jede dieser vier Rechnungsarten könne 
mit jeder der genannten drei Zahlenarten (Ganze, Brüche, ge- 
mischte Zahlen) vorgenommen werden. 

Die Verdoppelung und Halbierung!) würden von einigen 
älteren Schriftstellern mit Unrecht als besondere Rechnungs- 


1) Das uns so einfach erscheinende Multiplizieren zweier ganzer Zahlen 
ist das Ergebnis einer Jahrhunderte langen Thätigkeit des menschlichen 
Geistes, In dem durch August Eisenlohr unserem Verständnis er- 
schlossenen Papyrus Rhind, dessen Entstehung bis 2000 v. Chr. hinauf 
reicht, ist jede Multiplikation durch successive Verdoppelungen und eine 
darauf folgende Addition ersetzt; auch ein Dividieren kommt noch nicht 
vor, sondern es wird der Divisor mit einer Reihe von Zahlen multipliziert, 
die so gewählt werden, dals die Summe der Partialprodukte dem Dividend 
gleichkommt, und die Summe der genommenen Multiplikatoren ist dann 
der Quotient. Die Griechen unterschieden hinsichtlich der Multiplikation 
und Division eine ägyptische und eine griechische Methode, und 
die Vermutung liegt nahe (Paul Tannery, La geomötrie grecque, p. 49), 
dals die ägyptische Methode diejenige des Papyrus gewesen sei, während 
die griechische Methode der Multiplikation darin bestanden habe, dals 
Ziffer mit Ziffer multipliziert wurde, was die Kenntnis des Einmaleins 
voraussetzt. 

Wie dem auch sei, die Verdoppelung und Halbierung haben bis in 
das 16. Jahrhundert ihren Platz als besondere Rechnungsarten in vielen 
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arten behandelt, denn Verdoppelung sei Multiplikation mit 2 
und Halbierung Multiplikation mit !/,; man nehme zwar die 
Multiplikation als besondere Rechnungsart an, obgleich ihr Ziel 
mit dem der Addition identisch sei; das geschehe aber nur, weil 
die Operation sich bei beiden verschieden gestalte. Die Ver- 
doppelung und die Multiplikation stimmten aber in Ziel und 
Operation überein, und ebenso sei es mit der Halbierung und 
der Division. | 

Aus diesen Darlegungen ergiebt sich dann die Einteilung 
des Werkes in drei Abschnitte, von denen der erste die Zahlen- 
operationen behandelt, welche in die Arithmetik gehören, der 
zweite diejenigen, welche sich auf die Geometrie und Astronomie 
beziehen, während der dritte eine Sammlung von vollständig 
gelösten Rechnungsaufgaben aus den Gebieten der Arithmetik 
und Geometrie ist. | 

Die weitere Einteilung dieser Abschnitte ist aus folgender 
Zusammenstellung ersichtlich: 
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Lehrbüchern behauptet, so noch in den Rechenbüchern des Johannes 
Widmann von Eger und des bekannten Adam Riese. In wissenschaft- 
lichen Werken wird dagegen angekämpft, so von Luca Paciuoli in seiner 
Summa de Arithmetica [1494] fol. 19 recto, von Nicolo Tartaglia in 
seinem General trattato di numeri e misure [1556 — 1560]. 

Am schärfsten spricht sich Gemma Frisius in seiner 1540 er- 
schienenen Arithmeticae practicae methodus facilis aus. Er sagt: 
„Solent nonnulli Duplationem et Mediationem assignare species distinctas 
a Multiplicatione et Divisione. Quid vero moverit stupidos illos nescio, 
quum et finitio et operatio eadem sit. Duplare enim est per duo multi- 
plicare, Mediare vero est per duo partiri. Quod si hae operationes sint 
distinctae, infinitae jam nobis exorientur species, triplatio, quadruplatio etc. 
Sed satis de illis.* 
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4. I. Abschnitt. I. Pforte. Ganze Zahlen. 


Im ersten Kapitel lehrt Misrachi, nachdem er die Defini- 
tion der Addition gegeben, die Formen und den Gebrauch der 
indischen Ziffern, die „sich über den ganzen Occident und den 
grölsten Teil des Orients verbreitet hätten“. In der Folge wendet 
er aber auch oft noch die hebräischen Buchstaben zur Bezeich- 
nung der Zahlen an, und zwar manchmal in der althergebrachten 
Weise, bei der das ganze Alphabet benutzt wird, manchmal nach 
dem Positionssysteme, welches nur von den neun Buchstaben 
N, 2,5,5,7,1,7rn,0 und der Null Gebrauch macht. Nach diesen 
Darlegungen wird gezeigt, wie die Addition ganzer Zahlen aus- 
zuführen ist. 

Es würde die Geduld des Lesers auf eine allzu harte Probe 
stellen, wenn ich in meiner Berichterstattung hier und bei den 
übrigen Rechnungsarten auf alle Einzelheiten — das Unter- 
einanderstellen, Einrücken, im Kopfe behalten u. s. w. — eingehen 
wollte. Bei uns lernen die Kinder in den ersten Schuljahren 
allmählich, was früher in den Lehrbüchern ausführlich dargelegt 
und begründet werden mulste. Auch ist die Sicherheit, die wir 
im praktischen Rechnen erzielen, eine grölsere, als sie früher 
war, und so erklärt es sich, dafs früher ein grölseres Gewicht 
auf sogenannte Proben gelegt wurde, als es jetzt geschieht. 
Misrachi giebt bei der Addition zuerst die Neunerprobe, die 
auf dem zahlentheoretischen Satze beruht, dafs eine jede Zahl 
bei der Division durch 9 denselben Rest wie ihre Quersumme 
liefert. Man schreibt unter Anwendung dieses Satzes neben jeden 
Summanden seinen Rest für den Divisor 9 und addiert diese 
Reste; ihre Summe, resp. der Rest derselben, muls, die Richtigkeit 
der Rechnung vorausgesetzt, gleich dem Reste der zu prüfenden 
Summe für denselben Divisor sein. Da aber die Rechnung, auch 
wenn die Probe stimmt, nicht richtig zu sein braucht, indem 
der Fehler ein Vielfaches von 9 ausmachen kann, so ist diese 
Probe trügerisch. Ebenso unzuverlässig ist die ebenfalls von den 
„Alten“ gelehrte Siebenerprobe, bei welcher neben jeden Sum- 
manden der durch wirkliche Division !) zu findende Rest für den 


1) Es ist auffallend, dafs Misrachi seinen Schülern nicht auch die 
im Talmud (Aboda Sara 9b) enthaltene Teilbarkeitsregel für 7 giebt, nach 
welcher der Rest einer Zahl für den Divisor 7 gefunden wird, wenn man 
vor der Division jedes Hundert durch 2 ersetzt. 
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Divisor 7 zu schreiben und die Summe dieser Reste zu bilden 
ist. Ist diese Summe, resp. ihr Rest gleich dem Reste der zu 
prüfenden Summe, so ist die Rechnung vielleicht richtig, im 
entgegengesetzten Falle sicherlich falsch. 

Zu einer Probe, die wirklich erkennen läfst, ob man richtig 
oder falsch gerechnet habe, gelangt man nach Misrachi durch 
eine Vervollkommnung der Neunerprobe: Man dividiert die 
einzelnen Summanden und ebenso die Summe wirklich durch 9 
und schreibt für jede Division sowohl den Quotienten als auch den 
‚Rest hin. Addiert man dann erstens die Quotienten und zweitens 
die Reste, welche die Summanden ergeben haben, so müssen 
diese Summen beziehungsweise mit dem Quotienten und dem 
Reste der auf ihre Richtigkeit zu prüfenden Summe überein- 
stimmen. 

Im zweiten Kapitel wird auf Grund der vorher gegebenen 
Einteilung der Zahlen in Einer, Einer mit angehängten Nullen 
und allgemeine mehrstellige Zahlen gezeigt, dafs bei der Multi- 
plikation zweier Zahlen sechs verschiedene Fälle zu unterscheiden 
seien. Im ersten Falle handelt es sich um die Multiplikation 
zweier einstelligen Zahlen, und da eine solche sich nicht auf 
etwas Einfacheres zurückführen lasse, so seien alle Multiplika- 
tionen dieser Art in einer Tabelle zusammenzustellen, die man 
sich allmählich aneignen müsse. Diese Tabelle, das Einmaleins, 
hat die Form eines durch eine Diagonale (in welcher die Quadrat- 
zahlen stehen) in zwei Dreiecke geteilten Quadrates; da der Satz 
a.b—b.a zur Anwendung gekommen ist, so konnte das eine 
Dreieck leer bleiben !). 

Die Multiplikation mehrstelliger Zahlen wird dann auf ver- 
schiedene Arten gelehrt, die sich in der Schreibweise und hin- 
sichtlich der Anforderungen unterscheiden, die sie an das 
Gedächtnis des Rechnenden stellen. Neben der jetzt gebräuch- 
lichen Schreibweise mit dem Einrücken nach links fällt besonders 
die von den Indern erfundene schachbrettartige Multi- 


1) Auch Johannes Widmann giebt in seinem Rechenbuche neben 
einer quadratischen eine dreieckige Einmaleins-Tafel und sagt von letz- 
terer, sie sei „eyn tafel gformirt uf den triangel gezogen uss hebreischer 
zungen oder judscher“. Es wäre interessant, zu ermitteln, welchen jüdi- 
schen Schriftsteller Widmann im Auge hatte. Misrachi kann es nicht 
gewesen sein, da die letzte Ausgabe des Widmann noch vor dem Sefer- 
Hamispar des Misrachi erschienen ist. | 

Misrachi, Arithmetik. 9 
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plikation ins Auge, welche das Gedächtnis am wenigsten be- 
lastet. Sie setzt die Herstellung einer schachbrettartigen Figur 
voraus, deren Felder durch gleichlaufende, von rechts oben nach 
links unten gezogene Diagonalen in je zwei Dreiecke geteilt sind, 
in deren unteres die Einer jedes Partialproduktes geschrieben 
werden, während das obere die Zehner aufnimmt oder, wenn 
keine Zehner vorhanden sind, leer bleibt. Nachdem man dann 
jede Ziffer des einen Faktors mit jeder Ziffer des anderen multi- 
pliziert und die Produkte in der dargelegten Weise hingeschrieben 
hat, wird nach den schrägen Kolumnen, welche durch die Dia- 
gonalen gebildet werden, addiert. Nach diesem Verfahren be- 
rechnet Misrachi das Produkt 236.125 = 29500. Seine Figur 
ist folgende: 
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Dieselbe Multiplikation wird dann nach der ebenfalls von den 
Indern herrührenden Methode ausgeführt, welche alle Zwischen- 
rechnungen dem Gedächtnis überlälst und auf der Formel 


(510.0 100.0 1. .-).(b- 10.5 100 na 
ob + 10 (ud + 1b) + 100 (vb + mb + mb) + 
beruht. 

Zur Probe werden wieder die Zahlen durch ihre Reste für 
den Divisor 9 oder 7 ersetzt; die Reste der Faktoren müssen 
dann ein Produkt geben, welches, von Vielfachen von 9 oder 7 
abgesehen, mit dem Reste des Produktes übereinstimmt; übrigens 
seien, bemerkt Misrachi, diese Proben unzuverlässig; die einzig 
richtige Probe der Multiplikation sei die Division. 

Nachdem so die Ausführung der Multiplikation auf ver- 
schiedene Weisen gelehrt ist, werden eine Reihe Regeln mit- 
geteilt, welche offenbar Erleichterungen beim Kopfrechnen ge- 
währen sollen. Der Kürze wegen will ich mich bei der Wiedergabe 
der wichtigeren derselben der modernen Ausdrucksweise be- 
dienen. Misrachi berechnet nach der Formel 


(a—+b) (a —b) = a? —D? 29.31 = 900— 1 = 899. 
(3a)? = 10a? —.a? 24.24 — 640 — 64 — 576. 
Ba—+1=(3a"% +[Ea+1)+3a] 25.25 — 24? 449 — 625. 
a —12=(Ba)”—[(3a—1)—+3a] 23.23 — 242 — 47 —= 529. 


Die drei letzten Formeln hat auch Abraham ibn Esra in 
seinem Sefer-Hamispar angewandt. Misrachi geht weiter und 
giebt 


Bay = 100.2, Ba + = Gar + at N + dal 
und ebenso die Ausdrücke für 

5a — 122%, (ba —+ 2), (ba — 22. 
Weiter macht er Anwendungen der folgenden Sätze Euklids: 

l. Wenn a=b+ce+dist, soist a =ab+tac-+ ad. 

2. Wenn a—=b-+.c ist, soist ab =bc-+ b? und 
a—b2 +02 4 2bec. 

3. Wenn 2a=b-+c und b>c ist, so ist a —bc-+(b —.a)2. 

4. Wenn a=bdb-+ec ist, so ist ® +b2 —=2ab + c2, 

2 2 
a (a ba Bu 0 (5) ern e-5)}, 
a\? a 2 
+9 +#=2|(5)+(5+2))- 

Der Rest des zweiten Kapitels ist der Summation ver- 
schiedener Reihen gewidmet, die in dem ersten Kapitel noch 
nicht gelehrt werden konnte, weil die Auswertung der Summe 
eine Multiplikation erfordert. 

Den Anfang macht die Reihe der natürlichen Zahlen. 
Misrachi ermittelt die Summe 1+2-+3-+- --- — n, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist, beziehungsweise durch Berech- 
nung der identischen Ausdrücke 

N N 1 
R1):5: (5+5)" 
Darauf lehrt er die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 
zu einer gegebenen Grenze kennen, und zeigt, dals diese Summe 
gleich dem Quadrate der Anzahl der Zahlen ist. Dann wird in 
derselben Weise die Reihe der geraden Zahlen betrachtet 
und summiert. Der Vollständigkeit wegen wird auch gezeigt, wie 
man verfährt, wenn eine der betrachteten Reihen nicht mit 1, 
resp. 2, sondern mit einem späteren Gliede beginnt. In diesem 
9* 


DDR 


Falle soll zunächst die Summe aller Glieder von 1, resp. 2 an 
bestimmt und von derselben die Summe der nicht geltenden 
Glieder subtrahiert werden. Endlich wird die Summe der arith- 
metischen Reihe allgemein für ein beliebiges Anfangsglied und 
eine beliebige Differenz ermittelt. 

Eigentümlich ist die Begründung der Formel für die Summe 
der natürlichen Zahlen von 1 bis zu einer vorgeschriebenen 
Grenze. Das Verhältnis von 1 zur folgenden Zahl, d. ı. 2, hat 
den Werth 1/,; das Verhältnis von 1 —+ 2 zur folgenden Zahl, 
d.i. 3, hat den Werth 1, ist also um !, grölser als das vorher- 
gehende Verhältnis. Weiter ist 1 +2+3):4 = 11), also 
ı/, mehr als 1. So nimmt das Verhältnis für jede neu hinzu- 
tretende Zahl um !/, zu, und wenn es gelingt, diesen durch 
Induktion gefundenen Satz zu beweisen, so ist damit auch die in 
Rede stehende Formel bewiesen. Der Beweis ist aber sehr ein- 
fach. Setzt man nämlich 

1+2+3+..+n 1 
n-+1 Be 


142 +34... tn=(m+D)n.2 
voraus, so ergiebt sich durch beiderseitige Addition von n — 1 
14243 +... tn4n+1=@+Yn-S4n+1 
—(n+)) (5+ ı) — Ge VERErE, an BR 2 
also, wenn beiderseits durch n + 2 dividiert wird, 
ee 
Be me 
Wenn somit der Satz bis zu einer gewissen Zahl » richtig 
ist, so gilt er auch noch für die folgende Zahl na —+-1, und da er 
für die ersten Zahlen besteht, so hat er allgemeine Gültigkeit. 
An die arithmetischen Reihen schlielst sich die Reihe der 


Quadrate der natürlichen Zahlen. Misrachi rechnet ver- 
schiedene Beispiele nach der Formel 


+44 tet Ft) 


Er vergilst auch nicht, an einem Beispiele zu erläutern, dals, 
wenn das erste Glied nicht 12, sondern eine andere Quadratzahl 


also 


a N 


ist, man vermittelst zweier Additionen und einer Subtraktion die 
verlangte Summe findet. Ebenso betrachtet und summiert er 
Reihen, die entstehen, indem man die Reihe der Quadratzahlen 
mit der nämlichen Zahl multipliziert, wie z. B. 


3+12 +27 +48 +... 
Bei der Begründung der obigen Formel geht er folgendermalsen 
zu Werke: Er vergleicht die Summe der Quadrate mit der 
Summe der Zahlen selbst und findet, dafs 


12 12-92 2 124%. 32 2 
u 1 Aa a a Er e- 
1 arer9 175 ea rege 
ist, und dafs dieses Verhältnis für jede neu hinzutretende Zahl 

um 2/, wächst, dafs also 


2 2 2 er 2 2 
an tan)g 
ist, woraus sich dann, da 
le nd a WIEN 
ist, die Formel 


Be, umellen.en) 


sofort ergiebt. Auch die Richtigkeit dieses von Misrachi durch 
Induktion gefundenen Satzes lälst sich leicht beweisen. Wir 
setzen der Kürze wegen 


2? 2 +... +-MR—=Y%R, 
1+2+-..-+%, ee 


nehmen an, es sei 


a 
“L 3 


> n2 Dane 
SIR m EN eier top, 


und beweisen auf Grund dieser Annahme, dals 


>.(n-—1)2 _ IRA 
SET size 
sein wird. Offenbar ist 


Int y=2m+m+1% 


Sn ER ar 
E; 3 3 2 


und da 


DE 
vorausgesetzt wird, so ist 


at 
ne Per d rn Hat EEE, 


folglich nk 
2n2 : n 6 
y»(R+1)% 2: Gi) .2n-+-7n+6 
sa) erna eh 
2 


oder, wie die Ausführung der Division ergiebt, 
S(nt1% _2n+3 
Se el) Rense 
Weiter summiert Misrachi die Kuben der natürlichen 
Zahlen. Er begründet die Formel 
HB + te tW=l+H2 +34 un) 
die er natürlich in Worten ausdrückt, und mittels deren er auch 
die Summe der Reihe 
a—+a.23+ua.33 +... a.n 
findet, durch die Bemerkung, dafs 
13 -1- 23 12 Te AB le 
Pepe ran En je Or 
allgemein 
+24... +n3+(n +1) 1323 + ...4n3 
Hrn) Tr RN 
ist, In der That ergiebt sich durch Addition der Gleichungen 


D3 
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TR: 
I nn 
1+2 RE 
(1) 13 + 23 4 33 13 1.93 Sr 
BEE Sy Ihe he 
Sat _ um 
S@+) B. 
dals 
Zeln Erle 
Een re 


er: ge 


oder, dSr HH) = 1+2 +3 +-- + (m +1) ist, 

(2) Ser+1?= [iR + 12% 

sein wird. Es kommt also wieder nur darauf an, den obigen, 
von Misrachi durch Induktion gefundenen Satz zu beweisen. 
Wir nehmen zu diesem Zwecke an, die Gleichungen (1), mit 
Ausnahme der letzten, seien richtig, und beweisen, dals dann 
auch die letzte noch gelten muss. Die Addition der Glei- 
chungen (1), mit Ausschluls der letzten, ergiebt: 


n3 A. & 
= ae alspaan2 du) 
vn 


Nun ist aber 
ot y=Ln tot =EM ++) 
= "1 ++ =@+ 1 (+n+1) 


— (n +1)? © 5 = Kunz It (Rr +1), 


folglich 
nt (nel) 


Son sn 2oHU-En=ntı 


Zum Schlufls wird die sogenannte geometrische Pro- 
gsression behandelt. Misrachi giebt die Formel 


1-2 +44+8- ... 4 2r-io 2.2071 — 1 
und folgert daraus 
a2a+4a-t --- + 2r7-1g = 2.207710 — a. 
Sein Beweis ist (in moderner Ausdrucksweise) folgender: Es ist 
Ru Re 
a 
ee ee IN Fri 
Auf diese Weise ergiebt sich 
2.271 — Qn-1 1 2022 1.9031 ..+4 +2 42.1, 
und daraus folgt, wenn beiderseits 1 subtrahiert wird, 


9,9. _ 1] — 91492034 .. 1442 +1 


somit 


ER INET, 


Weiter wird die Summe der Reihe 1-3 +9 -+- ... 4 3r-1 


bestimmt. Es ist 
rer Sean 


gn—1l — 2,53n-2 + nz 
gene ae ee 
en 
also 3?— 2 (1 +3 --- 4 3”=1) 4 1, und daraus folgt, dafs 


De hit 


Auf dieselbe Weise findet Misrachi allgemein 
"= (a N)l+ate+.tam)+1, 
und daraus folgt sodann 


l1+a+ 0 + .- am! 


Das dritte Kapitel, in welchem die Subtraktion ganzer 
Zahlen in der noch jetzt üblichen Weise gelehrt wird, giebt 
keinen Anlafs zu Bemerkungen. Zur Probe werden wieder die 
Zahlen 9 und 7 in der oben dargelegten Weise benutzt, auch der 
Rest zum Subtrahend addiert, wodurch sich dann der Minuend 
ergeben muls. Zum Schlufs wird darauf aufmerksam gemacht, 
dals die Differenz zweier geraden Zahlen und ebenso diejenige 
zweier ungeraden Zahlen stets gerade, dagegen die Differenz einer 
geraden und einer ungeraden Zahl stets ungerade ist. 

Auch bei der Division ganzer Zahlen, die im vierten 
Kapitel behandelt wird, brauche ich nicht zu verweilen, da nur 
die Schreibweise von der jetzt üblichen abweicht. Der Divisor 
wird unter den Dividenden gesetzt; die den einzelnen Quotienten- 
ziffern entsprechenden Teilprodukte, bei deren Bildung links 
begonnen wird, werden nach dem Verfahren der Inder sofort 
an den betreffenden Stellen subtrahiert und die Reste über die 
vorhandenen Ziffern geschrieben. Ganz eigentümlich berührt es 
uns, auch noch eine Division in altägyptischer Weise aus- 
geführt zu sehen: Es soll 70962 durch 231 dividiert werden. Das 
geschieht, indem das 100 fache des Divisors, d. i. 23100 dreimal 
(unter einander) hingeschrieben wird; darunter wird das 5fache, 
d. i. 1155 gesetzt, darunter 231 und noch einmal 231; diese 
sechs Zahlen sind dann addiert, was 70917 ergiebt, und diese 


ar — 1 
a —|1 


Zahl ist vom Dividend subtrahiert, was 45 als Rest liefert. Der 
Quotient ist dann 100 + 100 +10 +5 -+1-+ 1 = 307. 

Zur Probe werden wieder die Reste von Dividend, Divisor, 
Quotient und Rest für 9 (und 7) genommen. Werden diese Reste 
beziehungsweise mit d,, d,, 9, r bezeichnet, so muls, die Richtig- 
keit der Rechnung vorausgesetzt, d, = d,q + r sein. 


5. I Abschnitt. 2. und 3. Pforte. Brüche und 
semischte Zahlen, 


Die zweite Pforte giebt die Lehre von den Brüchen. In 
Betreff der Schreibweise, die mit der unserigen übereinstimmt, 
bemerkt Misrachi: „Die spanischen Gelehrten pflegen den 
Zähler über den Nenner zu schreiben und dazwischen einen Strich 
zu machen, um die Zusammengehörigkeit beider Zahlen auszu- 
drücken.“ Er erwähnt dann die von den arabischen Gelehrten, 
denen sich Abraham ibn Esra angeschlossen habe, vorge- 
nommene Einteilung der Brüche in aussprechbare und stumme, 
die nichts mit dem Wesen der Brüche zu thun habe, sondern 
auf einer Eigentümlichkeit der arabischen und der hebräischen 
Sprache beruhe. Aussprechbar sind die Brüche mit den Nen- 
nern 2 bis 10, weil beide Sprachen Wörter für Halbe, Drittel, ..., 
Zehntel besitzen, und ferner diejenigen Brüche, welche sich 
multiplikativ aus den genannten zusammensetzen lassen, wie 
z. B. !/,;, wofür !/; von 1/, gesagt wird. Die übrigen Brüche sind 
stumm und werden durch eine Umschreibung ausgedrückt; so 
z. B. sagt man, um !/,, anzugeben, „1 Teil von 11 Teilen“. 

Misrachi teilt, wie die Araber, die Brüche in einfache 
und vielfache ein; ein einfacher Bruch hat den Zähler 1; der 
Zähler eines vielfachen Bruches ist > 1. Ferner sieht er die 
sogenannten Bruch-Brüche, wie z. D. ®/, von #/, von 2, wofür 
314 
AiT: 


— 3/, von 2/, von /, von 1, als be- 


ich der Deutlichkeit wegen nicht >/, #/, 2, sondern 2 schrei- 
Sek 
5 
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ben werde, oder Tr 


sondere Arten an. Er würde, wie er bemerkt, so zu einer un- 
endlichen Menge von Arten kommen, setzt aber nur 12 voraus, 
zu deren Charakterisierung ich der Kürze wegen nur die von 
ihm gewählten Beispiele herschreibe: 


At a 
317 2,38 1702 78 Naar ng 4 a ee 
2/1 2.127 79291 81:1. 21 Dome 
Sr aa oe Se 3j2]j= 


Nachdem noch bemerkt worden ist, dafs die Brüche immer 
ın den kleinsten Zahlen ausgedrückt werden sollen, dafs un- 
eigentliche Brüche zu vermeiden und unechte durch gemischte 
Zahlen zu ersetzen sind, wird die Multiplikation der Brüche 
begonnen, die der Addition vorausgehen muls, weil auf ihr die 
Umformung der Bruch-Brüche beruht. Da jeder von zwei zu 
multiplizierenden Brüchen jeder der 12 Arten angehören kann, 
so seien, sagt Misrachi richtig, im ganzen 144 Fälle möglich, 
oder bei Weglassung derjenigen, welche auf dasfelbe hinaus- 
laufen, 2 —11+10+-.-+2+1=78 Fälle Diese führt 
er jedoch auf folgende drei zurück: 


128] 1 el 1 
ea one ea 
a1 a a 2 
A — 1 — um — F oo. ı — 
> Be a DE ae 
6 a DR 6 1 
Da Da a a Te: 
Als Beispiel der Multiplikation von Bruch-Brüchen giebt er 
2|3]2|4 321213 _ 1728 
345 4|7|5| 7 8400 


Die allgemeine Regel der Multiplikation drückt er in den 
Worten aus: „Multipliziere Nenner mit Nenner und Zähler mit‘ 
Zähler und nimm das Verhältnis des zweiten Produktes zum 
ersten.“ Bei der Begründung dieser Regel benutzt er folgende 
fünf Sätze: | 

1) Der Wert eines Bruches bleibt unverändert, wenn Zähler 
und Nenner mit derselben Zahl multipliziert oder durch dieselbe 
Zahl dividiert werden. 

2) Einen Bruch mit einem anderen multiplizieren ist das- 
felbe, wie den Bruch des Bruches nehmen. 


3) Wenn man a.b = ec. hat, so ist a — von c. 


4) Man erhält einen Teil eines Bruches, indem man den 
verlangten Teil vom Zähler nimmt und das Verhältnis der so 
erhaltenen Zahl zum Nenner bestimmt, 


5) Man vervielfacht einen Bruch, indem man den Zähler 
vervielfacht und das Verhältnis des erhaltenen Produktes zum 
Nenner nimmt. 

Die Probe besteht in der Division des Produktes durch 
einen der Faktoren. Zum Schlufs erfahren wir‘noch, dafs „die 
Früheren* die Brüche vor der Multiplikation gleichnamig ge- 
macht, also z. B. folgendermalsen gerechnet hätten: 


nn / S en 3 m a 
N N 
Die Addıtion der Brüche wird nach der Formel 


a, do An _ _ub... m + abb... un --- 
a le Ar 
ausgeführt, die natürlich in Worten ausgesprochen und mittels 
des schon bei der Multiplikation benutzten Satzes, nach welchem 
4; = m ist, begründet wird. Als Beispiele werden Y, +1, +1,;, 
1, 4 3) + 2/75 7/3 + 3/a + %/; behandelt. Wenn viele Brüche 
zu addieren sind, fügt Misrachi hinzu, so kann man auch die 
beiden ersten addieren, zur Summe den dritten fügen und so 
fortfahren, bis alle genommen sind. Was die Addition der neun 
ersten einfachen Brüche (mit den Nennern 2, 3,..., 10) betrifft, 
so soll der Leser sich merken, dafs der Generalnenner 2520 und 
bei Weglassung der 7 gleich 360 ist. Es wird dann dargelegt, 
wie man den Generalnenner mehrerer, zunächst zweier Brüche 
ermittelt. Wenn die Nenner beider Brüche teilerfremd sind, so 
nimmt man ihr Produkt. Sind die Nenner nicht teilerfremd, 
so hat man zwei Fälle zu unterscheiden: Erstens kann der 
eine Nenner in dem anderen enthalten sein; in diesem Falle ist 
der grölsere Nenner der Generalnenner. Ist zweitens der eine 
Nenner nicht in dem anderen enthalten, so hat man das Ver- 
hältnis beider Nenner in den kleinsten Zahlen auszudrücken und 
dann entweder den grölseren Nenner mit der dem kleineren 
entsprechenden Verhältniszahl oder den kleineren mit der Ver- 
hältniszahl des grölseren zu multiplizieren; das erhaltene Produkt 
wird der Generalnenner sein. Liegen mehr als zwei Brüche vor, 
so wird auf die dargelegte Weise der Generalnenner der beiden 
ersten berechnet, dann der dritte Nenner hinzugezogen und der 
Generalnenner für diesen und den erst erhaltenen bestimmt, u. s. w. 
Die Probe der Addition, welche Misrachi vorschlägt, will ich 
gleich an dem von ihm gewählten Beispiele erläutern: Um zu 


I 


prüfen, ob wirklich \, — , +1, = #"/g Ist, addiert er die 
Gleichung 1 — Y, = ?/,; es ergiebt sich, da 27/, 4 3 = oo 
— 1%/, ist, 14 Y + Y = 1%, und da in der That /; + Y, 
— 8/,, ist, so stimmt die Probe. Ebenso verfährt er noch mit 
1—- 1), =? undl1— Y = %,. 

Auch bei der Subtraktion muls Misrachi, da er 12 ver- 
schiedene Arten von Brüchen voraussetzt, eine Menge verschie- 
dener Fälle unterscheiden, die er aber auf folgende zurückführt: 


1 1 1 1 BEL C  . 
rear nn 
1) 1 3 1 1 b 1 2 
een mean nn 


Die Differenz wird in allen Fällen nach der Formel 


BEN ERROR. OL 

Det 

berechnet; zugleich wird aber auch an jedem der genannten 
vier Beispiele gezeigt, wie mittels der Identitäten 


1-5=1- iD) +H4=5+0-9- 


jede Subtraktion durch eine Addition ersetzt werden kann. 
Dann folgen verschiedene zusammengesetzte Aufgaben, z. B. 


Gehe) re, 
Ba) ee 
e%. 2) + @ 1 — ICh 1) + Ch - Yo} 

Den Schlufs des Kapitels bilden wieder Proben, welche 
beziehungsweise darauf beruhen, dafs erstens die Summe des 
Restes und des Subtrahends gleich dem Minuend, zweitens die 
um den Subtrahend verminderte Summe des Restes und des 
Minuends gleich dem doppelten Reste, drittens die Differenz 
zwischen Minuend und Rest gleich dem Subtrahend sein muls. 

Durch die Division, definiert Misrachi, wird das Ver- 
hältnis eines Bruches zu einem anderen bestimmt, oder es wird 
ausgerechnet, wie oft der eine im anderen enthalten ist. 3/, : 1; 
— 6 bedeutet, dals 3/, sich in sechs Teile zerlegen lälst, von 
denen jeder gleich !/, ist. Die vielen für ihn möglichen Fälle 
werden auf folgende vier zurückgeführt: 


er ee] ac KRPEGES, 
a tg 
1 2ER. ek, 11.0944 
3) Te 2. eye 4) a Ze B. 2:5; 


und nach der Regel behandelt: Multipliziere den Zähler des 
Dividenden mit dem Nenner des Divisors und teile das Resultat 
durch das Produkt aus dem Nenner des Dividenden in den 
Zähler des Divisors. 

Es werden aber auch die Brüche gleichnamig gemacht und 
dann blofs die Zähler dividiert; ferner wird ein Beispiel nach 
der Formel 


SE 


behandelt. Beispiele zusammengesetzter Aufgaben sind: 


1) % aa Sr Oesad 

3) Ch YV): Oh - Ye); 4) Cha: 9). Als: 7); 

aaa: Ar) 202): 

In Betreff der Probe wird bemerkt: Multipliziere den 
Divisor mit dem Quotienten; wenn das, was herauskommt, gleich 
dem Dividend ist, so hast du richtig gerechnet. 

Die letzte (dritte) Pforte des ersten Teils handelt von den 
gemischten Zahlen. Nach einer Erörterung über die Zahl 
der Fälle, welche die Verbindung von je zwei Zahlen der Formen 


ma 1 b 
EFT RR, ar: BE 


ergiebt, wird gezeigt, wie jede gemischte Zahl mittels der Formel 


db _ ac-+b 
ann TER 
in einen Bruch verwandelt werden kann. Dann werden der Reihe 
nach die Addition, Multiplikation und Subtraktion gelehrt, und 
zwar jede dieser Rechnungsarten auf zwei Weisen; nach der 
einen werden die vorkommenden gemischten Zahlen beibehalten, 
nach der anderen vor Ausführung der eigentlichen Rechnung 
durch unechte Brüche ersetzt. Bei der Division ist, wie Mis- 
rachi eingehend zu begründen sucht, nur der letztere Weg 


möglich. 


ER 


6. II Abschnitt. 1. Pforte. Die astronomischen Brüche. 


Die Astronomen Babyloniens haben vor mehr als 3000 Jahren 
den Umfang des Kreises in 360 gleiche Teile geteilt, wohl um 
durch einen solchen Teil den Weg zu versinnlichen, den die 
Sonne bei ihrem scheinbaren Umlaufe um die Erde in einem 
Tage, dem 360sten Teile des Jahres, zurücklege. Diese Ein- 
teilung ist von den Indern und Griechen angenommen worden 
und hat sich, durch das schon erwähnte Werk „Almagest“ des 
Klaudius Ptolemaeus zu allgemeiner Geltung gebracht, bis in 
die Gegenwart behauptet. Der 360ste Teil des Kreisumfanges 
hiels bei den Griechen uoio«@!), die woiox zerfiel in 60 zoW@r« 
&&n%007% — partes minutae primae oder minuta prima 
(erste Teile), jeder solche Teil in 60 devrson E&nxoot« — minuta 
secunda (zweite Teile), u.s. w., woraus unsere Ausdrücke Minute, 
Sekunde, u. s. w. entstanden sind. 

Es erwies sich auch ein Zusammenfassen einer grölseren 
Anzahl von Graden in eine (höhere) Einheit als wünschenswert; 
zu diesem Zwecke wählte man den Tierkreis mit seinen 
12 Sternbildern, so dafs ein Sternbild (signum) aus 30 Graden 
bestand. 

Grade, Minuten, Sekunden u. s. w. sind somit ihrer ursprüng- 
lichen Bedeutung nach Benennungen von Zahlen; mit der 
Zeit gewann aber der Bruchgedanke die Oberhand: die Grade 
drückten die Ganzen aus, die Minuten wurden einfach 60stel, . 
die Sekunden 60stel der 60stel, d. i. 3600stel, u. s. w., und die 
Lehre von den so gebildeten Sexagesimalbrüchen wurde ein 
wichtiges Kapitel in den Lehrbüchern der Mathematik. Freilich 
blieben diese Brüche dem gewöhnlichen Leben, wo man sich der 
gemeinen Brüche bediente, im ganzen fremd; sie wurden vor- 
wiegend bei wissenschaftlichen Rechnungen, besonders in der 
Astronomie, angewandt und daher auch astronomische Brüche 
genannt. Am Ende des 16. Jahrhunderts machten sie den von dem 
Holländer Simon Stevin erfundenen Decimalbrüchen Platz. 


1) Die Araber übersetzten dieses Wort mit daraja (X4%7) = scala, gradus; 
der lateinische Ausdruck gradus (daraus das deutsche Wort „Grad“) ist 
also eine Übersetzung aus dem Arabischen, während der französische und 
der englische Ausdruck (degre, degree) das arabische Wort selbst sind. 
Nesselmann, Die Algebra der Griechen, 8. 137. 


a 


Das Rechnen mit diesen Brüchen wird von Misrachi sehr 
ausführlich gelehrt. Bei der Addition bemerkt er, dals man, 
wie mit Tierkreis, Sternbild, Grad, Minute u. s. w., auch mit 
Woche, Tag, Stunde, Minute u. s. w. rechnen könne; nur seien 
dann die Zahlen 12 und 30 durch 7 und 24 zu ersetzen. Bei 
den Beispielen, die er giebt, wird in der Summe die Zahl der 
ganzen Umläufe, resp. der ganzen Wochen weggelassen, da es 
sich nur darum handelt, zu bestimmen, wie weit man nach Aus- 
führung der Addition von dem Ausgangspunkte (auf dem Kreise 
oder in der Woche) entfernt ist. 

Bei der Multiplikation zweier eingliedrigen Ausdrücke 
werden die Zähler multipliziert und die Benennungszahlen addiert; 
Zur, 102 —7490077 ==78175 40%. .12177 407° 3 bei’mehr- 
gliedrigen Ausdrücken wird jedes Glied des Multiplikanden mit 
jedem Gliede des Multiplikators vervielfacht und die Summe der 
Teilprodukte gebildet, welche letztere entweder sofort nach ihrer 
Entstehung oder am Schluls der Rechnung reduziert werden. 
Misrachi lehrt auch noch ein zweites Verfahren; danach werden 
beide Faktoren auf die niedrigste Benennung gebracht, die er- 
haltenen Zahlen nach der für eingliedrige Ausdrücke gegebenen 
Regel multipliziert und das Product reduziert. 

Über die Subtraktion ist nichts zu bemerken. Der Divi- 
sion ist besondere Sorgfalt gewidmet. Misrachi behandelt 
zuerst den Fall, in welchem Dividend und Divisor eingliedrig 
sind. Dann soll man durch Erweiterung mit der dazu erforder- 
lichen Potenz von 60 es so einrichten, dafs die Zahl, nach 
welcher der Dividend benannt ist (0 für Grad; 1 für Minute; 
2 für Sekunde u. s. w.), nicht kleiner sei als die des Divisors. 
Darauf wird, ohne Rücksicht auf die Benennung, der Dividend 
durch den Divisor dividiert und der Quotient nach der Zahl 
benannt, die man erhält, wenn man die Benennungszahl des 
Divisors von der des Dividenden subtrahiert. Das Verfahren wird 
an den Beispielen 

90" :15’ — 1’ 20”, 20: 15’ — 10%’, 20% : 15’ — 80 
ausführlich erläutert. Wenn Dividend und Divisor mehrgliedrig 
sind, so wird entweder nach der von der Buchstabenrechnung her 
bekannten Partialdivision verfahren, oder man bringt Divi- 
dend und Divisor auf dieselbe Benennung, dividiert sodann und 
reduziert den Quotienten. Auf beide Arten berechnet Misrachi 

150 46’ 59" 52" 30’ : 50 2! 6" — 30 8' 4 58" 48'* 30°, 


TER Ey uch 


Zum Schluls zeigt er noch, wie man die astronomischen 
Brüche auch in gemeine verwandeln und dann dividieren kann. 


7. II. Abschnitt. 2. Pforte 1. Kapitel. Ausziehung 
der Quadratwurzel. 


Die Zahlen zerfallen in zwei Klassen, in Quadratzahlen, die 
durch Multiplikation einer Zahl mit sich selbst entstehen, wie 
9 — 3.3, und solche, die nicht in zwei gleiche Faktoren zerlegt 
werden können, wie z. B. 10. Die Zahl, welche, mit sich selbst 
multipliziert, eine andere Zahl hervorbringt, heilst die Wurzel 
dieser letzteren, da sie sich zu ihr wie die Wurzel zur Pflanze 
verhält!). Nur die Quadratzahlen haben genau angebbare Wur- 
zeln; die Wurzeln der übrigen Zahlen können zwar näherungs- 
weise, aber nicht genau bestimmt werden, da ein Bruch, mit sich 
selbst multipliziert, immer nur einen Bruch geben kann. 

Für die Aufsuchung der Quadratwurzeln ganzer Zahlen 
bedient sich dann Misrachi zunächst einer Methode, die sich 
von der jetzt befolgten nur in der Schreibweise unterscheidet: 
die Wurzel wird unter den Radikanden geschrieben; die Reste, 
welche die verschiedenen, im Laufe der Rechnung erforderlichen 
Subtraktionen liefern, werden über die entsprechenden Ziffern 
des Radikanden gesetzt, die dann als ungültig angesehen werden. 
Nach dieser Methode berechnet er 


V2025 — 45, V 61690 02849 — 78543, 


Wenn der Radikand keine Quadratzahl ist, so wird der ver- 
bleibende Rest mit 60 multipliziert und dann auf Minuten u.s.w. 
weiter gerechnet, oder es werden dem Radikanden von vorn- 
herein 2» Nullen angehängt, und aus der so entstandenen Zahl 
wird die Wurzel gezogen. Der Rest, welcher sich dabei ergiebt, 
wird weggelassen. Die erhaltene Zahl wird dann nmal nach- 
einander mit 60 multipliziert, und das Produkt wird, nachdem 
die am Ende stehenden n Nullen weggelassen worden sind, 
mittels successiver Divisionen durch 60 auf höhere Benennungen 
gebracht. 


1) Dieser Vergleich wird auch in anderen Werken jener Zeit gemacht, 
2..B. in Tartaglia, trattato ete, Il, fol: 28. 
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Nach diesen Methoden !) zieht Misrachi die Wurzel aus 
2000. Er erhält zuerst 44° 43’ 16”, dann bei Anhängung von acht 
Nullen 44° 43’ 16” 40"' 48'Y. 

Die Begründung des Verfahrens, die natürlich auf der Formel 
(a + b)? — a? + 2ab + b2 beruht, erfolgt in Form einer Reihe 
von Fragen und Antworten. 

Eine zweite Methode, deren sich Misrachi bedient, besteht 
in folgendem: Wenn sich als Wert der Wurzel « ergeben hat 
und ein Rest r geblieben ist, der natürlich < 2a —+- 1 sein wird, 


* r 
so nimmt er als Näherungswert der Wurzel a — 5, a, setzt 


also näherungsweise Va + r — a +5 art auch von dieser Me- 


thode sagt er, dals sie von früheren ante angewandt 
worden sei ?). 

Nachdem die Ausziehung der Quadratwurzel aus ganzen 
Zahlen gelehrt ist, werden die Brüche und gemischten Zahlen 


1) Nach demselben Princip, aber etwas kürzer, wird verfahren in der 
durch Johannes Hispalensis aus dem Arabischen ins Lateinische über- 
setzten Schrift Liber Algorismi de pratica arismetrice (Trattati 
d’aritmetica, pubblicati da Boncompagni, II, S. 86), deren Verfasser noch 
nicht mit Sicherheit ermittelt ist. Der Marokkaner Ibn Albannä (um 
1250 geboren) multipliziert allgemeiner den Radikanden a mit einer 
gerolsen Quadratzahl g?, zieht die Wurzel aus ag”, wobei der Rest ver- 
nachlässigt wird, und dividiert den erhaltenen Wert durch q. (Le Talkhys, 
S. 23.) 

2) Dieses nahe liegende Verfahren hat schon Heron von Alexandrien 


un 2 a 
angewandt, indem er V® tr = ,, (a E= m setzt, welcher Aus- 


druck mit «+ > identisch ist. Heron fügt hinzu, dafs man, von dem 


so erhaltenen Näherungswerte ausgehend, einen zweiten, dritten, u. s. w. 
erhalte (Paul Tannery, Un fragment des mötriques de Heron. 
Schlömilchs Zeitschr. für Mathematik u. Physik, Bd. 39). 

Genau so wird in dem Liber Algorismi verfahren, das in der 
vorhergehenden Anmerkung erwähnt ist. Trattati ete., 8. 77. 

nu khi (um 1000 n. Chr.) nimmt näherungsweise Va? + r 
=a-+t er a an. (Käfi fil Hisäb, deutsch von Hochheim, II, S. 14.) 
Ebenso macht es Beha-eddin (Ausgabe von Nesselmann, 8. 15). 

Ibn Albannä unterscheidet zwei Fälle. Wenn r <a ist, so setzt er 


Ve+r — at; Ist aber r > a, so nimmt er Ver — en 
an (Le Talkhys, S. 23). 
Misrachi, Arithmetik. 3 
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dieser Operation unterzogen. Die allgemeine Regel für die Brüche 
lautet: Ziehe die Wurzel aus dem Zähler und dem Nenner und 
nimm das Verhältnis beider Wurzeln. Beispiel: 

Vıo/,; — 10), — 21/, oder Vı9/e = V6'/, ar 

Wenn der Nenner keine Quadratzahl ist, so soll der Bruch 
erst mit demselben erweitert und dann die Wurzel aus beiden 
Gliedern gezogen werden. Beispiel: 

ven), — Von, — 1° = 22 — 00 191 28”. 

Gemischte Zahlen werden in unechte Brüche verwandelt 

und dann nach der vorhergehenden Regel behandelt. Beispiel: 
Via, — Vimy, 

Astronomische Brüche werden durch Resolution auf eine 
Benennung gebracht, deren Zahl sich ohne Rest durch 2 teilen 
lälst. Da auf diese Weise der Nenner eine Quadratzahl geworden 
ist, so hat man nur die Wurzel aus dem Zähler zu ziehen und 
das Resultat nach der Hälfte jener Benennungszahl zu benennen. 
Beispiel: 

V 20° 24’ 20” 30"" — V 264 457 800'' — 16 262 LO == 20 

Probe für alle Fälle: Multipliziere die Wurzel mit sich 
selbst und addiere zum Produkte den Rest, falls ein solcher 
geblieben ist. 


8. II. Abschnitt. 2. Pforte. 2. Kapitel. Ausziehung 
der Kubikwurzel. 


Wie die Flächenzahlen !) in quadratische und nicht quadra- 
tische zerfallen, so werden auch die körperlichen Zahlen!) in 


Alkaleädi (um 1480 gest.) giebt für r < a denselben Näherungs- 


wert wie Ibn Albannä. Wenn aber r >a ist, so setzt er Va + r 


1 a 
=a-+ es : Von Ve tr=alt 3 ausgehend, giebt er dann noch 


r.\2 
£ r br3) 2 
einen genaueren Näherungswert (a + >.) EST ea Re Atti dell’ 
2 (a u 9% 
Accademia Pontificia de’ Nuovi Lincei XII, S. 402 ff. 
!) Euklid definiert (VII, 16 u. 17): Wenn zwei Zahlen mit einander 
multipliziert sind, so heist das Produkt eine Flächenzahl. Wenn drei 


Zahlen mit einander multipliziert sind, so heilst das Produkt eine körper- 
liche Zahl. 


2 


Nahen 


solche geteilt, deren Länge, Breite und Tiefe einander gleich 
sind, wie z. Be 8 = 2.2.2, und solche, bei denen dies nicht der 
Fall ist, wie z. B. 12. Aus den Zahlen der ersten Klasse lälst 
sich die Kubikwurzel genau ausziehen, aus denen der zweiten 
Klasse nicht. Wie wir uns aber nicht damit begnügt haben, die 
Quadratwurzel nur aus den Flächenzahlen zu ziehen, deren 
Länge und Breite einander gleich sind, so müssen wir auch hier 
die Kubikwurzel aus den. körperlichen Zahlen ziehen, deren 
Länge, Breite und Tiefe verschieden sind. Das Verfahren, welches 
Misrachi dabei einschlägt, stimmt mit dem jetzt befolgten (ab- 
gesehen von der schon bei der Division und der Ausziehung der 
Quadratwurzeln besprochenen Abweichung in der Schreibweise) 
überein. Misrachi berechnet 


V/87 652 354 — 444, Rest 123 970, 
dann 


V 34 587 654 — 325, Rest 259 529. 


Um eine grölsere Genauigkeit zu erzielen, verfährt er ähnlich 
wie bei der Ausziehung der Quadratwurzel. Er hängt 3n Nullen 
an den Radikanden, zieht dann die Kubikwurzel, soweit es geht, 
und lälst den Rest weg. Von dem Wurzelwerte werden die 
n letzten Stellen abgeschnitten; die übrigen Ziffern bilden die 
Ganzen (Grade) der Wurzel. Die abgeschnittene Zahl wird mit 
60 multipliziert, und von dem Produkte werden wieder die 
n letzten Stellen abgeschnitten; die verbleibenden Ziffern bilden 
die Minuten des Wurzelwertes. Auf diese Weise erhält man 
durch » Multiplikationen mit 60 einen Näherungswert der Wurzel, 
der um so genauer ist, je mehr Nullen man von anfang an an- 
gehängt hat. Auf diesem Wege findet er bei Anhängung von 
9 Nullen De 
Vs00 = 9 16’ 58” 48". 


Als letztes Beispiel giebt er 
V12 895 213 625 — 234. 


Nach einer genauen Besprechung der Probe folgt die 
Begründung des Verfahrens, die sich auf die Formel 


(a +b)3 = a? + 3ab (ab) +3 
stützt und wieder in Form von Fragen und Antworten gegeben 
wird; die dabei angewandten Sätze werden zum Teil unter 
5+ 
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ausdrücklicher Bezugnahme auf die Arıthmetik des Niko- 
machus von Gerasa besonders ausgesprochen. 

Für die Ausziehung der Kubikwurzel aus einem Bruche 
siebt Misrachi die Regel: Ziehe die Wurzel aus dem Zähler 
und dem Nenner und nimm das Verhältnis der ersten Wurzel 
zur zweiten. Beispiel: 


Vyı%/, — 10), —5,. 
Wenn der Nenner keine Kubikzahl ist, so soll man den 
Bruch mit dem Quadrate des Nenners erweitern und dann die 
Wurzel ziehen. Beispiel: 


Ve me ren un. 
10: 7. V.. 11000 2 en Oo 


39 1 
1 En | Zu. 
2 4 600 RE 1500’ 


| 


oder direkt 
wie 
=, — V 10. = 20.91, 14" 24". 
Es wird aber ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht, dafs 
eine Erweiterung hier nur den Zweck hat, den Nenner (nicht 


etwa den Zähler) zu einer Kubikzahl zu machen, dafs man 
z. B. direkt 
’/100 40 38’ 24" 19 1 
a a 
findet. 
Gemischte Zahlen werden natürlich in unechte Brüche 
verwandelt, z. B. 


3 3 
37 — 25 100 40 38! J4r 19 1 
= Ya = Z ——-23+ 4 ——_. 
7 [2 9 8 > E 60 300 


Astronomische Brüche soll man auf eine Benennung 
bringen, deren Zahl durch 3 teilbar ist, dann die Kubikwurzel 
aus dem Zähler ziehen und das Resultat nach dem dritten Teile 
jener Zahl benennen, z. B. 


V 20° 24’ 20” 30”” — 4 407 630” — 163|9' — 29 43! 54". 


Zur Probe soll man die Wurzel auf die dritte Potenz er- 
heben und den Rest, falls ein solcher geblieben ist, addieren. 
Das Resultat wird, wenn richtig gerechnet ist, der Radikand 
sein. 


Te 


9. I. Abschnitt. 3. Pforte. Proportionen. 


Bekanntlich nannte man und nennt wohl noch jetzt jede 
Beziehung zweier Zahlen aufeinander das Verhältnis der- 
selben, und zwar spricht man von einem arithmetischen oder 
einem geometrischen Verhältnisse, je nachdem die Zahlen 
durch Subtraktion oder durch Division verglichen werden. Durch 
die Gleichsetzung zweier Verhältnisse entsteht eine Proportion, 
die danach zunächst entweder arithmetisch, we ab —=c—d, 
oder geometrisch, wie a:b = ce: d, ist. 

Im ersten Kapitel betrachtet Misrachi die arithmetische 
Proportion oder, was auf dasfelbe hinausläuft, Zahlen 
gleicher Differenz. Er entwickelt folgende Eigentümlichkeiten 
derselben: 

1. Wenn die Anzahl der Zahlen ungerade ist, so ist die 
Summe der ersten und letzten das Doppelte der Hllssch, Ist 
dagegen die Anzahl eine gerade, so ist die Summe der ersten 
und der letzten gleich der Summe der beiden mittleren. Für 
die Zahlen 2, 4, 6, 8, 10 z.B. ist 24 10 = 6.2, und für 2, 4, 6, 8 
186 2 u DIA + 6. 

2. Bei einer ungeraden Anzahl von Zahlen ist die Differenz 
zwischen dem Quadrate der mittleren und dem Produkte der 
ersten in die letzte gleich dem Produkte aus der Differenz zwi- 
schen der mittleren und ersten in die Differenz zwischen der 
letzten und der mittleren. Für 2, 4, 6, 8, 10 z. B. ist 62 — 2.10 
— (6—2) (10—6). 

Bei einer geraden Anzahl ist die Differenz zwischen dem 
Produkte der beiden mittleren und dem Produkte der ersten in 
die letzte gleich dem Produkte aus der Differenz einer der beiden 
mittleren und der ersten in die Differenz der letzten und jener 
mittleren. Kür 2,4,.6, 810,12, 14,167 zB. ist 8,10: — 2,16 
— (8— 2) (16 — 8) = (10—2) (16 — 10). 

3. In einer Reihe dieser Art ist das (geometrische) Ver- 
hältnis zweier aufeinander folgenden kleineren Zahlen grölser als 
das Verhältnis zweier aufeinander folgenden grölseren. Bei den 
Zahlen :2, 4,6 z. B. ist *, > ®)ı. 

Weiter wird gezeigt, wie man in jeder der beiden Propor- 
tionen u«—b = c—d, a—b —= b—.c irgend ein Glied berechnen 
kann, sobald die übrigen Glieder gegeben sind. 
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Das zweite Kapitel behandelt die geometrische Propor- 
tion oder, was auf dasfelbe hinausläuft, Zahlen, von denen jede 
aus der vorhergehenden durch Multiplikation mit derselben Zahl 
entsteht, wie 2, 4, 8, 16, u. s. w. oder 2, 6, 18, 54, u.s.w. Auch 
von diesen werden drei Eigentümlichkeiten erörtert. 

1. Die Differenzen je zweier aufeinander folgenden Zahlen 
stehen in demselben Verhältnisse wie zwei solche Zahlen selbst. 

Für die Reihe 3, 9, 27, 81 u. s. w. ist danach (9 — 3):(27 — 9) 
—an 

2: -Aus-@ 1b. = biiic- Iolgtr 652 = ie, aındsams are er 
folgt be — ad. 

3. Bei einer ungeraden Anzahl von Zahlen 

4, a4, aq?, I ) ag", Guies ..o aq?", 
wo also ag" die mittlere ist, hat man 
(agq?* + a) — 2.0q" — (aq* — a) (* — ]). 
Für die Reihe 2, 4, 8, 16, 32 z. B. ist 
82 +2) —-2.8=(8 — 2) (4 —]). 
Ist dagegen die Anzahl eine gerade 
a, 09 ag... ad, ag" t,..., agent, 
in welchem Falle zwei mittlere Glieder «g”, ag"+t! vorhanden 
sind, so hat man 
(agrrt + a) — (ag + at‘) = (aq"t! — a) (g* — 1) 
— (agq* — a) (+7 —]). 
Für die Reihe 2, 6, 18, 54 ist danach 
(54-42) — (18-46) = (18—2) (3 — 1) = (6—2) (91). 

Misrachi berechnet sodann für jede der beiden Propor- 
tionen u:b—=c:d unda:b—=b:c ein Glied aus den übrigen. 
In den Beispielen beschränkt er sich dabei nicht auf ganze 


Zahlen, sondern er verwendet auch Brüche und gemischte Zahlen; 
er benutzt z. B. die beiden Proportionen 

| ha = Hi: Wa: 3% = 3%ı : 5°. 

Der Schlufs des II. Abschnitts ist der harmonischen 
Proportion gewidmet. Vier Zahlen a, b, c, d bilden eine harmo- 
nische Proportion, wenn (b—a):(d—c)=a:d ist. Mis- 
rachi betrachtet aber nicht den allgemeinen Fall, sondern 
beschränkt sich auf die sogenannte stetige Proportion, bei 
welcher es sich nur um drei Zahlen a, d, ce handelt, die der Be- 
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dingung (b—a):(e—b) —=a:c genügen. Zahlen dieser Art 
sind z. B. 3, 4,6, da (4 — 3):(6 —4)—=3:6 ist. 

Die Eigenschaften dieser Proportion, die Misrachi angiebt, 
sind folgende: 

1. Das Verhältnis der kleinsten Zahl zur mittleren ist gröfser 
als das der mittleren zur gröfsten. So z.B. ist 3/, > /,. 

2. Die Summe der Produkte der mittleren Zahl in jede der 
beiden anderen ist gleich dem doppelten Produkte der ersten in 
die letzte. So z.B. ist 4.3 +4.6—=2.(3.6). 

Nachdem noch gezeigt worden ist, wie jede der Zahlen 
a, b, c, welche der Proportion (b— a): (c—5b)=a:c genügen, 
berechnet werden kann, wofern die beiden anderen gegeben 
sind, wird der Abschnitt mit der Bemerkung geschlossen, dafs 
ein tieferes Eingehen auf den Gegenstand nicht im Plane des 
Buches liege. Wer Genaueres darüber erfahren wolle, müsse sich 
speciell mit der Wissenschaft beschäftigen, welche diese Propor- 
tion betrachte, und das sei die Musik. 


10. III. Abschnitt. Aufgaben. 


Wie ich oben dargelegt habe, ist die Auflösung der gemischt- 
quadratischen Gleichung bereits den Griechen gelungen, und 
wenn auch die Araber, welche später die Führung in der Mathe- 
matik übernahmen, die Theorie dieser Gleichungen in einigen 
Punkten vervollkommneten, so vermochten sie trotz aller An- 
strengungen doch nicht, das Gebiet der Algebra zu erweitern; 
die Lösung der Gleichung dritten Grades ist erst den italieni- 
schen Mathematikern in der ersten Hälfte des 16. Jahrhunderts 
gelungen. Die Geschichte der Algebra hat also während mehr 
als 1500 Jahren zwar verschiedene Vertiefungen, aber keine 
bedeutende Ausdehnung zu verzeichnen; eine solche wurde von 
einigen Schriftstellern sogar für unmöglich erklärt. 

Es kann nun nicht Wunder nehmen, dafs man, bei der Un- 
fähigkeit, das Gebäude zu erweitern, darauf sann, verschiedene 
Verzierungen anzubringen, und als solche sind die kunstvoll ein- 
sekleideten Übungsaufgaben anzusehen, auf die schon die Inder 
und Griechen grolses Gewicht gelegt hatten, und denen auch 
die Araber, sowie die christlichen Mathematiker des Mittelalters 
ein ganz besonderes Interesse zuwandten. Die Werke von Leo- 
nardo Pisano und Paciuoli, ja noch der General trattato 
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von Tartaglia enthalten eine erstaunliche Menge solcher Auf- 
gaben. 

Diese eingekleideten Aufgaben sind nun zunächst insofern 
interessant, als sie uns einen gewissen Einblick in das Leben 
und Treiben der Menschen derjenigen Zeit gewähren, in welcher 
sie gestellt worden sind. Wenn man in dieser Beziehung Mis- 
rachis Sammlung mit denen seiner Zeitgenossen vergleicht, so 
fällt besonders auf, dafs gewisse, damals sehr beliebte Aufgaben- 
kategorieen bei ihm vollständig fehlen. Bei Misrachi treffen 
wir keine Spieler, keine Beute teilenden Söldner verschiedener 
Nationalitäten, keine in der Schenke sitzenden Männer, Frauen 
und Jungfrauen, keine Zins nehmenden Gläubiger. Die aus dem 
bürgerlichen Leben genommenen Aufgaben, die er neben zahl- 
reichen, rein mathematischen Aufgaben giebt, haben Münz- 
vergleichungen, Arbeitslöhne, Erbschaftsteilungen, Kauf und Ver- 
kauf zum Gegenstande; auch fünf Gesellschaftsrechnungen finden 
sich vor. Da die eingekleideten Aufgaben auch für die Geschichte 
der Mathematik von Wert sind, indem sie vielfach über die 
Einwirkungen des einen Volkes auf ein anderes deutliche Finger- 
zeige geben, so habe ich bei den meisten Aufgaben Misrachis 
angegeben, in welchen älteren Werken sie sich ebenfalls vor- 
finden. Von den nach Misrachis Buch erschienenen Schriften 
habe ich dabei nur Beha-eddins Essenz der Rechenkunst 
berücksichtigt, als das letzte in arabischer Sprache verfalste 
mathematische Werk. Um zu zeigen, in welcher Weise Misrachi 
die Aufgaben behandelt, habe ich bei einigen auch seine Lösung 
ganz oder im Auszuge beigefügt. 

In dem nachstehenden Verzeichnisse der Werke und 
Arbeiten, auf welche ich hier Bezug genommen habe, ist die 
Zeit der Abfassung, resp. die Lebenszeit des Verfassers in Paren- 
these angegeben. Der Name, unter welchem das Werk citiert 
wird, ist durch den Druck hervorgehoben: 

1. Ein mathematisches Handbuch der alten Ägypter ( Papyrus 
Rhind des British Museum), übersetzt und erklärt von Dr. 
A. Eisenlohr, Leipzig 1891 [etwa 1800 v. Chr.]. 

2. Heronis Alexandrini geometricorum et stereometricorum 
reliquiae, ed. F. Hultsch, Berlin 1864 [etwa 110 v. Chr.]. 

3. Arithmetische Epigramme der griechischen Anthologie. 
Anhang zu meiner Übersetzung der Werke Diophants, Leipzig 
1890 [um 350 n. Chr.]. 


Bu 
= 


EINTRETEN 


4. Algebra with Arithmetic and Mensuration from the San- 
scrit of Drahmegupta [638 n. Chr.] and Bhäscara [1160 n. Chr.], 
translated by Colebrooke. London 1817. 

5. Propositiones ad acuendos juvenes aus Alcuini Opera, 
ed. Frobenius, Bd. II [780 n. Chr.]. 

6. The Algebra of Mohammed Ben Musa. Edited and trans- 
lated by Frederic Rosen, London 1831 [820 n. Chr.]. 

7. Oeuvres de Gerbert, Pape sous le nom de Sylvestre II, 
par A. Olleris, Paris 1867 [um 985 n. Chr.]. 

8 Biernatzki, Die Arithmetik der Chinesen. Crelles 
Journal, Bd. 52. 

9. Kafi fil Hesäb (Genügendes über Arithmetik) des Abu 
Bekr Muhammed Ben Alhusein Alkarkhi, bearbeitet von Dr. 
A. Hochheim [1010 n. Chr.]. ! 

10. Extrait du Fakhri. Trait& d’algebre par Aboü Bekr 
Mohammed Ben Alhacan Alkarkhi, par F. Woepcke, Paris 1853 
[1010 n. Chr.]. 

11. L’Algebre d’Omar Alkhayyami, publice par F. Woepcke, 
Paris 1851 [1078 n. Chr.]. 

12. Joannis Hispalensis Liber Algorismi de Pratica Aris- 
metrice, Rom 1877 (Trattati d’aritmetica, pubblicati da Baldas- 
sarre Boncompagni) [1140 n. Chr.). 

13. Sefer Ha-Mispar, Das Buch der Zahl, des R. Abraham 
ibn Esra. Herausgegeben von Dr. M. Silberberg, Frank- 
furt a. M. 1895 [kurz vor 1160 n. Chr.]. 

14. Seritti di Leonardo Pisano, pubblicati da Baldassarre 


‚Boncompagni. Rom 1857 — 1862 [1202—1228 n. Chr.)]. 


15. Le Talkhys d’Ibn Albannä, traduit par Aristide Marre 
(Atti dell’ Accademia Pontificia de’ Nuovi Lincei 1864) [um 
1255 n. Chr. geboren]. 

16. Das Rechenbuch des Maximus Planudes. Aus dem Grie- 
chischen übersetzt von Dr. H. Wäschke, Halle 1878 [1330 n. Chr.]. 

17. Die von Maximilian Curtze in der Bibliotheca math. 
1895 aus einer Handschrift des 14. Jahrhunderts veröffentlichten 
arithmetischen Scherzaufgaben. 

18. Trait& d’arithmötique d’Aboul Hacan Ali Ben Mohammed 
Alkalcädi, Rom 1859 [1460 n. Chr.]. 

19. Le Triparty en la science des nombres par Maistre 
Nicolas Chuquet Parisien, Rome 1881. Dazu als Anhang: Pro- 
blemes numöriques, Rome 1882 [1484 n. Chr.]. 
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20. Johannes Widman von Eger, Behend und hüpsch Rech- 
nung uff allen Kauffmanschafften, Pforzheim 1508 [erste Aus- 
gabe 1489]. 

21. Luca Paciuolo, Summa de Arithmetica Geometria Pro- 
portioni et Proportionalita, Venedig 1494. 

22. Die Cofs Christoffs Rudolffs. Mit schönen Exempeln 
der Cols durch Michael Stifel Gebessert und sehr gemehrt, 
Amsterdam 1615 [erste Ausgabe 1525]. 

23. Essenz der Rechenkunst von Mohammed Beha-eddin, 
arabisch und deutsch von G. H. F. Nesselmann, Berlin 1843 
[1547 — 1622]. 


I. Teile. Arithmetische Aufgaben. 1. Kap. Aufgaben, 
die mittels Regeldetri gelöst werden. 


1. Wenn 4 (Geldstücke) von Konstantinopel gleich 6 von 
Brussa, und 9 von Brussa gleich 6 von Adrianopel sind, wieviel 
von Konstantinopel sind dann 7 von Adrianopel ? 

2. Jemand mietet einen Arbeiter, dafs er ihm 13 Centner 
einen Weg von 17 Mil!) weit für 19 Peschutim 2) fortschaffe. 
Derselbe bringt 7 Centner 11 Mil weit. Wieviel Lohn erhält er’? 
[Abraham ibn Esra, S. 54; ganz ähnlich Bhäscara, S. 37, 
Nr. 84.] 

3. Jemand hat 6 Arbeiter auf 4 Tage für im ganzen 12 
Peschutim Lohn gemietet. Wieviel erhalten 3 von ihnen, wenn 
sie 2 Tage gearbeitet haben ? 

4. Wenn zu einer Geldsumme !/, und Y/,, derselben hinzu- 
sefügt wird, so kommt 50 heraus. Wie grols ist die Summe? 
[Abraham ibn Esra, S. 40; mit anderen Zahlen mehrfach im 
Papyrus Rhind, z. B. S. 52; Christoff Rudolff, S. 297.] 

5. Eine Geldsumme beträgt 50. Wir nehmen !),, \/, und 
ı/, derselben. Wieviel haben wir genommen? [Abraham ibn 
Esra, S. 40.] 

6. Wenn zu einer Geldsumme Y,, Y/;, 1/, und 1/, derselben 
addiert wird, so kommt 40 heraus. Wie grofs ist die Summe? 
[Abraham ibn Esra, 8. 41.] 

7. Wenn wir zu einer Summe ihre Hälfte, !/; der Hälfte, 
1/, des Drittels der Hälfte und !/, vom Fünftel des Drittels 


1) 1 Mil = 12000 Faustbreiten = 1087,5 m (ungefähr). 
2) Paschut, kleinste Münze. 
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der Hälfte addieren, so kommt 40 heraus. Wie grofs ist die 
Summe ? 

8. Wie grofs ist eine Geldsumme, deren Iter und 7ter Teil 
zusammen 7 sind? [Abraham ibn Esra, S. 50; mit anderen 
Zahlen Papyrus Rhind, S. 48; Alkalcädiı, S. 48, resp. 415 ).] 

9. Wie grols ist eine Geldsumme, von welcher 7 übrig 
bleibt, wenn wir den 9ten und den 7ten Teil wegnehmen ? 
[Abraham ibn Esra, S. 50; mit anderen Zahlen Alkalcädi, 
S. 49, resp. 4151); Christoff Rudolff, S. 339.] 

10. Jemand geht an einer Schar von Männern vorbei und 
sagt zu ihnen: Seid gegrülst, ihr 100 Männer! Da antworten 
sie ihm und sagen: Wir sind nicht 100, sondern wir und noch 
einmal so viele und noch !/, und !/, mal so viele und du dazu, 
das sind erst 100. Wieviel Männer waren es? [Abraham ibn 
Esra, S. 41; Alcuin II; mit anderen Konstanten und statt 
Männer beziehungsweise Störche, Pferde, Lebensjahre, Schafe, 
Tauben und Schüler auch Alcuin, Prop. IH, IV, XXXVI, XL, 
XLIV, XLV, XLVII; Leonardo Pisano I, S. 177; Christoff 
Rudolff, S. 369.] 

11. Wenn eine Saah 2) Mehl 12 Peschutim kostet, so erhält 
man für ein 1 Paschut 8 Litra ®). Wieviel Litra erhält man 
für 1 Paschut, wenn eine Saah 11 Peschutim kostet ? 

12. Ein Fafs hat drei Öffnungen, die sich alle unten am 
Fals befinden, so dafs dasfelbe durch jede von ihnen geleert 
werden kann. Durch die erste Öffnung würde das Fafs in '!/,, 
durch die zweite in 2/;, durch die dritte in ®/, Tag geleert 
werden. In welchem Teile des Tages wird das Fafs leer, wenn 
alle drei Öffnungen zugleich geöffnet werden? [Aufgaben wie 
diese und die beiden folgenden zuerst bei Heron, S. 194; ferner 
mehrfach in „Arithmetische Epigramme“, z. B. Nr. 23; 
Bhäscara, S. 42; Alkarkhi, Fakhri, S. 83; Leonardo Pisano 
I, S. 183; Mohammed Beha-eddin, S. 49; Luca Paciuolo, 
fol. 153 recto; Johannes Widmann, fol. 91.] 

13. Ein Teich ist mit Wasser gefüllt. Oben ist eine Röhre, 
die hinein mündet und ihn, wenn er leer wäre, in 1'!/, Tagen 


1) Diese Zahlen beziehen sich auf den Abdruck des Werkes in den 
Atti dell’ Accademia de’ Nuovi Lincei X. 

2) 1 Saah (Hohlmafs) —= 144 mittelgrolsen Hühnereiern —= ungefähr 
6 Liter. 

3) 1 Litra = ungefähr 134,40 gm. ' 
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füllen würde. Am Boden ist eine zweite Röhre, durch die er in 
einem Tage geleert werden kann. In welcher Zeit wird der Teich 
leer, wenn beide Röhren zugleich geöffnet werden ? 

14. Ein Teich ist mit Wasser gefüllt. Oben sind drei Röhren, 
die hinein münden. Die eine kann ihn in 1!/,, die zweite in 1!/,, 
die dritte in 12/,; Tagen füllen. Aufserdem sind am Boden vier 
Öffnungen, die ihn entleeren können, und zwar die erste in !/,, 
die zweite in 2/;,, die dritte in 3/,, die vierte in 4/, Tagen. In 
welcher Zeit wird der Teich leer, wenn sowohl die drei Röhren, 
die hinein münden, als auch die vier Oeffnungen, die ihn ent- 
leeren, geöffnet werden ? 

15. Einer sagt zum anderen: Wenn du mir 1 giebst, so 
habe ich soviel wie du. Der andere sagt: Wenn du mir 1 
giebst, so habe ich doppelt soviel wie du. Wieviel hat jeder? 
[Mit teilweise anderen Zahlen: Arithmetische Epigramme, 38 
und 39; Alcuin, 16; ‚Bhaseara, 3.191; Alkarkbr Rap 
Hisab III, S. 155. Leonardo Pisano I, S. 190 fi.; Nicolas 
Chuquet, Probleme 57; Johannes Widmann, fol. 81; Chri- 
stoff Rudolff, S. 442.] 

16. Jemand hat eine Ware für sein Geld gekauft, und zwar 
3/), Litra für ein Goldstück. Im Verkauf hat er #/, Litra für 
1 Goldstück gegeben und dabei einen Gewinn von 1 Goldstück 
gemacht. Wieviel hat er in dem Handel angelegt? [Abraham 
ibn Esra, S. 42; mit anderen Zahlen Leonardo Pisano ]J, 
231797 

17. Ein Wechsler hat drei Arten Münzen; von der ersten 
gehen 5, von der zweiten 7 und von der dritten 9 auf ein Gold- 
stück. Nun verlangt jemand von dem Wechsler, dals er ihm 
ein Goldstück wechsle und ihm dafür von jenen drei Arten 
Münzen gebe, von allen gleichviel. Wieviel erhält er von jeder 
Art? [Abraham ibn Esra, S. 52.] 

18. Ein Herr schickt einen Läufer aus, der jeden Tag 
29 Mil geht, und nach 10 Tagen schickt er einen zweiten Läufer 
hinterher, der täglich 35 Mil zurücklegt. Wann wird dieser den 
ersteren einholen? [Abraham ibn Esra, mit einer anderen 
Zahl, S. 56.] 

19. Wie hoch ist ein Baum, von dem !/, im Wasser und 
!/, in der Erde steht, und der noch 8 Ellen über das Wasser 
hinausragt? [Abraham ibn Esra, 8. 60; ähnlich Leonardo 
Pisano I, S. 173; Beha-eddin, S. 50;: mathematische” Scherz- 


aufgaben 16 u. 30; Nicolas Chuquet, Probleme 19; Johannes 
Widmann, fol. 102; Chfistoff Rudolff, S. 337.] 


Lösung. Die Aufgabe besteht aus einer Addition, einer 
Subtraktion und einem Regeldetri-Schlufs. Wir verfahren in 
folgender Weise: Wenn wir Y, und !/, addieren, so erhalten 
wir 16/.,; wird dies von 1 abgezogen, so bleibt ?7/,; übrig. Nun 
schlielsen wir und sagen: Wenn #/,; gleich 8 ist, wieviel ist 
dann 1? Und es kommt 103*/,, heraus. 


20. Jemand hat 10 Mafls Most und will ihn so lange gären 
lassen, bis noch !/, davon übrig ist, Während des Gärens, im 
Augenblick, wo noch 8 Mafs übrig sind, werden 6 Mals ver- 
schüttet, so dals noch 2 übrig bleiben. Diese lässt er so weiter 
gären, wie es anfangs beabsichtigt war. Wieviel bleibt dann 
von den 2 Mals übrig? [Mit anderen Zahlen Abraham ibn 
 Esra, $. 58; ganz ähnlich Nicolas Chuquet, Probl&me 147.] 


21. Jemand hat das Gelübde gethan, er wolle an jedem 
Tage, an welchem ihm Gott sein Geld verdoppelte, den Armen 
2 Peschutim geben. Nun hat sich sein Geld 4 Tage hinter 
einander verdoppelt, und jeden Tag hat er den Armen 2 Pe- 
schutim gegeben. Da war all sein Geld hingegeben. Wieviel 
hatte er anfangs gehabt? [Abraham ibn Esra, 8. 56; ähnlich 
Bhäscara, S. 196; Leonardo Pisano I, S. 258 u. 329; mathe- 
matische Scherzaufgaben 5.] 


22. Jemand reist in eine überseeische Provinz. Für sein 
Getreide läfst er einen Verwalter zurück, der dem Priester 1/,,, 
dem Leviten !/,, geben und das übrige ihm bewahren soll. Als 
er zurückkam, empfing er von dem Verwalter 100 Saah. Wie- 
viel Getreide hatte er gehabt’? 

23. Wenn man 1!/, einer Zahl mit ihrem Viertel — oder 
irgend zwei andere Bruchteile der Zahl mit einander — multi- 
pliziert, so ist das Resultat gleich einer gegebenen ganzen Zahl, 
oder gleich einem gegebenen Bruche, oder gleich dem Doppelten 
einer ganzen Zahl, oder gleich dem Doppelten eines Bruches. 
Wie findet man die Zahl? [Christoff Rudolff, S. 580.] 

24. Wenn man !/, einer Zahl mit ihrem Viertel — oder 
irgend zwei andere Bruchteile der Zahl mit einander — multi- 
pliziert, so ist das Produkt gleich jener Zahl und 7 — oder gleich 
ihrem Doppelten, vermehrt um irgend eine Zahl. Wie findet 
man die Zahl? 
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Diese Aufgabe gehört eigentlich in den folgenden Abschnitt, 
da sie zu der Gleichung 


“= % Sue 
ne Ra di z=er rd 


führt. Misrachi will hier auch nur die etwa vorhandenen ratio- 
nalen Lösungen ermitteln. Er schliefst folgendermafsen: Wenn 
ein (ab)tel von x? sich von cx um d unterscheidet, so muls sich 
x? von abexz um abd unterscheiden. Es ist also 


x2 — abex—=abd oder (x — abe) = abd. 


Daher muls die Zahl abd auf alle möglichen Arten in je zwei 
Faktoren zerlegt werden. Findet sich ein Faktorenpaar, bei 
welchem der eine Faktor den anderen um abe übertrifft, so ist 
der grölsere der beiden der gesuchte Wert von x. 

Als Beispiel behandelt Misrachi die Gleichung 


er, 


Durch seinen Regeldetri-Schluls findet er 
x — 82 — 48, d.i. 2 (2 — 8) — 48. 
Nun liefert 48 die fünf Zerlegungen 
1.48, 2.24, 3.16, 4.12, 6.8. 


Die vierte derselben, d. ı. 4.12, genügt der Bedingung, da 
12 —4=38 ist. Somit hat die Aufgabe die Lösung x —= 12. 

25. Jemand verkauft auf dem Markte drei Arten Zucker, 
und zwar die beste Art für 5 Lebanim !) das Rottel!), die mittlere 
für 3 Lebanim das Rottel und die geringste 7 Rottel für 1 Laban. 
Nun kauft jemand von den drei Arten, von jeder gleichviel, und 
bezahlt dafür im ganzen 10 Lebanim. Wieviel hat er von jeder 
Art genommen ? 

26. Auf dem Markte werden drei Arten Zucker verkauft, 
die wertvollste für 5 Lebanim das Rottel, die mittlere für 
3 Lebanim das Rottel, die geringste 6 Rottel für 1 Laban. Jemand 
kauft von allen drei Arten, im ganzen 6 Rottel, und bezahlt dafür 
10 Lebanim. Wieviel hat er von jeder Art genommen ? 

27. Es hat jemand sein Geld in zwei Teile geteilt, der eine 
Teil ist 3/,, der andere 2/, des Ganzen. Für den ersten Teil 


1) Laban (Weifspfennig), eine Silbermünze; Rottel, ein türkisches 
Gewicht. 
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kauft er eine Ware und erhält für 1 Laban 10 Litra; für den 
zweiten Teil kauft er ebenfalls eine Ware und erhält für 1 Laban 
6 Litra. So hat er im ganzen 200 Litra gekauft. Wieviel Geld 
hat er ausgegeben ? 

28. Drei Männer hatten zusammen ein Geschäft. Der erste 
hatte 121/,, der zweite 6!/,, der dritte 71/, eingelegt. ‚Der Gewinn 
betrug 451/,. Wieviel erhielt jeder vom Gewinn? [Gesellschafts- 
rechnungen wie Nr. 28 bis 30 bei Leonardo Pisano |, 8.139 ff.; 
Johannes Hispalensis II, 8. 111; Alkalcadi, S. 257 ff.; Luca 
Paciuolo, fol. 155 verso; Johannes Widmann, fol. 124; 
Christoff Rudolff, S. 499.] 

29. Drei Männer hatten zusammen ein Jahr lang ein Ge- 
schäft, in welches jeder dieselbe Summe einschols, nur dafs der 
zweite sein Geld erst nach 3, der dritte nach 6 Monaten hergab. 
Es war also das Geld des ersten 12, das des zweiten 9, das des 
dritten 6 Monate im Geschäft. Sie erzielten einen Gewinn von 
451/.. Wieviel erhielt jeder ? 

30. Drei Männer hatten zusammen ein Geschäft. Der erste 
schols 12 ein und blieb ein Jahr in der Gesellschaft; der zweite 
setzte 4 Monate nach Beginn des Jahres 6, der dritte 8 Monate 
nach Beginn des Jahres 7 ein. Am Ende des Jahres hatten sie 
einen Gewinn von 45. Wieviel erhielt jeder vom Gewinn ? 

31. Drei Männer hatten zusammen ein Geschäft und setzten 
unter einander fest, dafs der erste !/,, der zweite 1/,, der dritte 
1/, des Gewinnes erhalten sollte. Der Gewinn betrug 12. Wie- 
viel erhielt jeder? [Misrachi fügt hinzu, dals die Aufgabe un- 
möglich sei, weil Y, + 1, + U, >1 ist.] 

32. Drei Männer hatten zusammen ein Geschäft, in das sie 
verschiedene Summen einschossen. Die Einlage eines jeden gaben 
sie in einem Schriftstücke an, damit man wisse, wieviel jeder 
eingelegt. Als sie später den Ertrag teilen wollten, suchten sie 
dieses Schriftstück und fanden es nicht; auch hatten sie die 
Summe, die jeder in das Geschäft gesteckt hatte, vergessen. Sie 
erinnerten sich nur, dals die Einlage des ersten und zweiten 
zusammen gleich der des dritten war, und dafs der erste und 
der dritte zusammen 100mal so viel eingelegt hatten, als der 
zweite. Wie konnten sie jetzt die Einlage jedes einzelnen 
finden ? 

33. Jemand sagt: Wenn Ruben 20 Tage für mich arbeiten 
wird, so werde ich ihm 5 Goldstücke geben; dem Simeon werde 
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ich für 20 Tage 4 und dem Levi 3 Goldstücke geben. Da 
gingen alle drei hin und arbeiteten, und es stand ein Schreiber 
dabei, der die Stunden und Tage, die jeder arbeitete, aufschrieb. 
Alle drei hatten zusammen 20 volle Tage gearbeitet, und jedem 
wurde dieselbe Summe bezahlt. Wieviel Geld bekam jeder, und 
wieviel Tage und Stunden hatte jeder gearbeitet? [Abraham 
ibn Esra, 8. 57.] 

34. Ruben, Simeon, Levi und Juda zeigten jeder einen Brief 
ihres Vaters vor. In dem Briefe des Ruben stand, dals sem 
Vater Jacob ihm seine sämtlichen Felder als Geschenk (eines 
Schwerkranken) vermache; in dem Briefe des Simeon stand, dals 
sein Vater ihm die Hälfte seiner Felder vermache, in dem des 
Levi, dafs sein Vater ihm !/, der Felder vermache, endlich in 
dem des Juda, dals sein Vater ihm ı/, der Felder vermache. Die 
Zeit der Ausstellung der Briefe war dieselbe. [Wie waren die 
Felder zu teilen?] Nach jüdischem Recht kann jeder von ihnen 
nach seiner Forderung nehmen, nach dem Recht der anderen 
Völker nur nach dem Verhältnisse seiner Forderung zur Forde- 
rung der anderen. [Abraham ibn Esra, S. 60.] 

Misrachi löst die Aufgabe zunächst unter letzterer Voraus- 
setzung und erhält 12/95, as, Yas, ®/a;. Dann zeigt er, wie die 
jüdischen Gelehrten (vgl. Fall II der ersten Mischnah im Traktat 
ns"yn 22) die Teilung vornehmen würden. Juda, der jüngste, 
müsse 1/,, bekommen, weil die drei älteren Brüder sagen: „Du 
forderst !/, des Ganzen, an dieses Viertel hat jeder von uns 
denselben Anspruch wie du, folglich erhält jeder !/, des Viertels, 
d.i. Ye.“ Damit ist Juda abgefunden. Weiter fordert Levi Y/;; 
da aber !/, schon verteilt ist, so kann er nur noch , — Y, = Yıs 
beanspruchen. An dieses Zwölftel haben aber die beiden älteren 
Brüder denselben Anspruch wie Levi. Dieser erhält also nur 
noch !/,, zu dem schon erhaltenen !/,,, d. i. im ganzen 1%/ı4. 
Ferner soll Simeon die Hälfte erhalten, oder, da er schon seinen 
Teil von dem Drittel genommen hat, 1/;, — 1; —= \,. Denselben 
Anspruch hat aber auch noch Ruben, somit erhält Simeon nur 
noch die Hälfte von !/,, d.i. Yis, also im ganzen Yo Ye 
—.2/j4. Es bleibt danach für Ruben 9/,,, übrig. 

35. Ruben, Simeon und Levi sind auf den Fischmarkt ge- 
gangen und sehen einen Fisch, den sie kaufen wollen. Ruben 
sagt zu seinen zwei Freunden: Wenn ich all mein Geld her- 
gebe und jeder von euch die Hälfte dessen, was er hat, so 
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können wir zusammen den Fisch kaufen. Da antwortet Simeon: 
Wenn ich all mein Geld gebe und jeder von euch !/, dessen, 
was er hat, so können wir den Fisch kaufen. Levi endlich sagt: 
Wenn ich all mein Geld hergebe und jeder von euch !/, dessen, 
was er hat, so können wir zusammen den Fisch kaufen. In 
welchem Verhältnisse steht das Geld eines jeden zu dem des 
anderen ? [Aufgaben wie diese und die folgende Leonardo 
anal. 3. 2402; Alkarkhi, Käfl’fil Hisabr IE, 8. 16; 
Beha-eddin, S. 5l; mathematische Scherzaufgaben 17; 
Johannes Widmann, fol. 136; Christoff Rudolff, S. 430 ff., 
EI12DT 7; | 

36. Ruben, Simeon und Levi gehen auf den Fischmarkt 
und sehen einen Fisch. Da sagt Ruben: Wenn ihr all euer 
Geld hergebt und ich die Hälfte des meinigen dazulege, so 
können wir den Fisch kaufen. Simeon sagt: Wenn ihr all euer 
Geld hergebt und ich !/, des meinigen dazulege, so können wir 
den Fisch kaufen. Levi sagt: Wenn ihr all euer Geld hergebt 
und ich !/, des meinigen dazulege, so können wir den Fisch 
kaufen. Wieviel kostete der Fisch, und wieviel Geld hatte 
jeder ? 

37. Dem Ruben, Simeon und Levi ist eine Erbschaft zu- 
gefallen, von welcher dem Ruben !/,, Simeon !/;, und Levi Y, 
zukommt. Nun kommen sie und nehmen ein jeder von der Erb- 
schaft, soviel er kann. Dann gehen sie vor Gericht, damit 
jeder den ihm zukommenden Anteil erhalte. Das Gericht be- 
stimmte, dals Ruben Y,, Simeon !/, und Levi !/, dessen, was 
sich jeder angeeignet hatte, niederlegen sollte, teilte dann dieses 
alles in drei gleiche Teile, und jeder der drei erhielt einen 
dieser Teile. Auf diese Weise hatte jeder den ihm zukommenden 
Teil der Erbschaft erhalten. Wieviel hatte jeder genommen, 
bevor sie vor Gericht kamen? [Alkarkhi, Fakhri, S. 90 und 
141; Leonardo Pisano I], S. 335 und II, S. 234.] 

38. Wir nehmen von einer beliebigen Zahl einen Teil weg, 
zerlegen ihn in vier verschiedene Teile, vergrölsern den ersten 
dieser Teile um seine Hälfte, den zweiten um sein Drittel, den 
dritten um sein Viertel und den vierten um sein Sechstel, und 
addieren die so vergröfserten Teile. Wenn nun die erhaltene 
Summe gleich der anfangs genommenen Zahl ist, wie grofs sind 
dann die Teile vor und wie grofs nach der Vergrölserung ? 

Misrachi sieht, dafs die Aufgabe unbestimmt ist, d. h. be- 

Misrachi, Arithmetik. 4 


liebig viele Lösungen zulälst. Er findet z. B., dals, wenn die 
gegebene Zahl 20 ist, die Teile vor der Vergrölserung 
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oder auch vor der Vergrölserung 
22/19 3°/19; 44/195 68/19, 
33/195 Ai, 5’/ıo, 7°/ı9 Sind. 


39. Drei Leute, die zusammen ein Geschäft haben, wollen 
in dasfelbe einschielsen, jeder dieselbe Summe wie der andere. 
Sie hatten Gold und legten zusammen 50 Litra ein. Es war 
aber ein Rottel vom Golde des ersten 3, ein Rottel von dem des 
zweiten 5, ein Rottel von dem des dritten 8 Goldstücke wert. 
Wieviel Litra hat jeder von den 50 Litra, die sie zusammen 
einschossen, hergegeben, so dafs die Zahl der Goldstücke für 
jeden die gleiche ist? 

40. Vier Männern fiel eine Erbschaft zu; dem ersten ge- 
bührte Y,, dem zweiten !/,, dem dritten !/, und dem vierten Ya. 
Der erste und der vierte nahmen ihren Anteil und gingen weg. 
Da waren von der Erbschaft noch 9 Goldstücke für den zweiten 
und dritten übrig. Dem einen kam Y,, dem anderen !/, der 
gesamten Erbschaft zu. Wieviel bekam jeder. von den 9 Gold- 
stücken, die noch übrig waren ? 


nach derselben 


nach derselben 


2. Kapitel. Aufgaben, die ohne Regeldetri gelöst 
werden. 


41. Jemand hat für 100 Goldstücke 100 Litra einer Ware 
gekauft. Er verkauft dann 50 Litra und zwar 5/, Litra für 
1 Goldstück. Von den anderen 50 Litra giebt er /, Litra für 
1 Goldstück her. Hat er Gewinn oder Schaden gehabt? [Abra- 
ham ibn Esra, S. 42; Leonardo Pisano I, S. 281; ähnlich 
Alcuin, Prop. VI] 

42. Zwei Städte sind 100 Mil von einander entfernt. Zwei 
Männer brechen in demselben Augenblicke auf und gehen ein- 
ander entgegen. Der eine macht täglich 19, der andere 17 Mil. 
- Wann werden sie sich treffen? [Abraham ibn Esra, S. 56; 
Nicolas Chuquet, probl. 22; Christoff Rudolff, S. 423.] 
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Lösung. Diese Aufgabe ist zu lösen durch eine Addition 
und eine Division. Wir addieren 17 und 19, das giebt 36, und 
das ist der Weg für einen Tag. Dann teilen wir durch 36 die 
100 Mil, die zwischen den beiden Städten sind, und da kommt 
228/,, — 27/, heraus. 

43. Wie findet man die Reihe der Zahlen, für deren jede 
die Summe der Divisoren um eine gerade Zahl grölser ist als 
die Zahl selbst? Wie findet man weiter die Reihe der Zahlen, 
für welche die Summe um eine gerade Zahl kleiner ist als die 
Zahl? Wie endlich die Reihe der vollkommenen Zahlen, d. i. 
derjenigen, bei welchen die Summe der Divisoren der Zahl selbst 
gleich ist ? 

Bei der Beantwortung dieser Fragen hat Misrachi einen 
bekannten Satz Euklids (Elemente IX, 36) vor Augen. Werden 
nämlich die Glieder der Reihe 
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immer von 1 an addiert, so werden die erhaltenen Summen 
(II) De 31.203, 01278 


zum Teil Primzahlen sein, wie 3, 7,31, 127, u. s. w., zum Teil 
zusammengesetzt, wie 15, 63, u. s. w. Multipliziert man nun eine 
solche Summe, die Primzahl ist, mit der darüber stehenden Zahl 
‘der Reihe (I), so erhält man immer eine vollkommene, d. ı. 
eine solche Zahl, deren Divisorensumme der Zahl gleich ist. Es 
ist also 3.2 = 6 die erste, 7.4 = 28 die zweite, 31.16 —= 496 
die dritte, 127.64 — 8128 die vierte vollkommene Zahl, u. s. w. 
In der That ist 
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Multipliziert man aber ein Glied der Reihe (I) nicht mit der in 
(II) darunter stehenden Zahl, sondern mit einer anderen Prim- 
zahl, so wird das Produkt keine vollkommene Zahl sein. Wenn 
die gewählte Primzahl grölser als die betreffende Zahl von (II) 
ist, so wird das Produkt eine mangelhafte Zahl sein, d. h. 
eine solche, deren Divisorensumme kleiner als die Zahl ist. Ist 
aber die gewählte Primzahl kleiner als die betreffende Zahl 
von (II), so wird das Produkt eine überschielsende Zahl sein, 
d. h. eine solche,. deren Divisorensumme mehr als die Zahl be- 
trägt. Es ist also z. B.,. da 11<<15, aber 17 >15 ist, 8.11 = 88 
überschiefsend, 8.17 — 136 mangelhaft. In der That ist 
4* 
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12 4448-17 34-4 68 — 134 < 136. 


Euklid spricht a. a. OÖ. nur von den vollkommenen 
Zahlen (agı9uoi reAsıoı); die Begriffe überschielsende Zahlen 
(0. ünegreisis) und mangelhafte Zahlen (a. EAAızeig) rühren 
von Nikomachus (I, 14— 16) her. 

Dafs das von Misrachi dargelegte Verfahren, wenn es auch 
keine vollständige Lösung der Aufgabe giebt, doch immer Zahlen 
der verlangten Art liefert, und dals die Differenz zwischen der 
Zahl und ihrer Divisorensumme stets gerade sein wird, läfst sich 
leicht beweisen. 

Ist nämlich q eine Primzahl, so haben die Divisoren der 
Zahl m — 2“g, diese Zahl selbst mitgerechnet, die Summe 


(1-E 2-2 2 LE ge 
für die Summe der Divisoren mit Ausschlufs der Zahl erhält 
man also 

S=(AH_N)A+)—2g= a 1)a tar), 

Wenn nun qg = 2°+1 — 1 ist, so wird 

S=(2*— 1)qa+q=2%g, 
d.h. m = 2“g ist eine vollkommene Zahl. 

Wenn dagegen qsS 2°+1 — 1, also q = 2°+!— 1Tu 
ist, wo u eine positive Zahl bezeichnet, die offenbar gerade sein 
muls, so wird 

Ss=-a@— yeH DER Nett —ı) 

— tr — 2° + 2a u=2 (27 — 1IHu)tbu 

—=2g4ru | 
d. h. 2°q ist überschielsend oder mangelhaft, je nachdem das 
obere oder untere Zeichen genommen wird. Da überdies u eine 
gerade Zahl ist, so ist S, also auch S— m gerade. 

44. Jemand sagt: Ich habe mein Geld verdoppelt und 12 
ausgegeben; das jetzt übrig gebliebene habe ich wieder ver- 
doppelt und 12 ausgegeben; da hatte ich noch 12 übrig. Wie- 
viel hat er gehabt? [Leonardo Pisano I, S. 258 ff., S. 329; 
Nicolas Chuquet, probl. 31; Johannes Widmann, fol. 94.] ' 

45. Jemand sa&t: Ich habe die Hälfte meines Geldes und 
noch 1 ausgegeben; von dem Reste habe ich die Hälfte und 
noch 1 ausgegeben; von dem dann entstandenen Reste habe ich 


und 
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auch die Hälfte und noch 1 ausgegeben, und da ist mir 1 übrig 
geblieben. Wieviel hat er besessen ? [Nicolas Chuquet, 
probl. 28.] 

46. Jemand sagt: Ich habe alle natürlichen Zahlen bis zu 
einer gewissen Zahl addiert, und als Summe ist 465 heraus- 
gekommen. Welches war die letzte Zahl? [Abraham ibn Esra, 
S. 25; ähnlich Christoff Rudolff, S. 653.] 

Lösung. Wir verdoppeln die Summe, das giebt 930; dann 
ziehen wir die Quadratwurzel aus der Quadratzahl, die 930 
vorausgeht, und das giebt 30. Dies ist die letzte Zahl. Sorg- 
fältiger löst Abraham ibn Esra die Aufgabe: Verdoppele 
immer die Summenzahl, nimm die Wurzel des der doppelten 
Summe vorhergehenden Quadrates und prüfe sie: Bleibt nämlich 
zwischen dem Quadrate und der doppelten Summe ebensoviel 
wie die Wurzel, weder mehr noch weniger, so weilst du, dals 
die Zahl richtig ist, und die Zahl ist die Wurzel selbst. Wir 
verdoppeln also 465, da kommt 930 heraus. Es ist bekannt, dafs 
das vorhergehende Quadrat 900 ist, dessen Wurzel 30, und dies 
ist die letzte der addierten Zahlen; denn zwischen dem Quadrat 
und der doppelten Summe ist die Differenz ja gerade 30, und 
dies ist die letzte Zahl. 

47. Jemand sagt: Ich addiere die Kuben der natürlichen 

Zahlen bis zu einer gewissen Grenze, und es kommt als Summe 
225 heraus. Welches ist die letzte Kubikzahl, die genommen 
wurde ? 
48. Wenn ein Schekel!) 40 Lebanim wert ist, und jemand 
hat seinem Freunde ein Stück Gold von 100 Schekalim ge- 
seben, um davon soviel zu verkaufen, dals die Zahl der übrig 
gebliebenen Goldschekalim gleich der Zahl der Lebanim- ist, 
welche er für das verkaufte Gold erhalten hat, wieviel Gold hat 
er dann von dem Stück verkauft? 

Lösung. Zu 40 fügen wir 1 hinzu und dividieren 100 
durch die erhaltene Zahl 41. Was herauskommt, ist das Gewicht 
des verkauften Goldes. 

Wenn 1 Schekel 55 Lebanim gilt, so addieren wir 1 zu 55, 
das giebt 56, und damit dividieren wir in 100. 

49. Jemand hat seinem Freunde ein Stück Gold gegeben, 
damit er soviel davon verkaufe, dafs die Zahl der Lebanim, 


1) 1 Schekel —= ungefähr 12,80 gm (1 Litra = 10, Schekel). 
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welche das verkaufte Gold wert ist, gleich sei der Zahl der übrig 
behaltenen Goldschekalim. Diese letztere Zahl ist nun 972/... 
Für wieviel Lebanim hat er dann das Schekel Gold verkauft, 
und wie grols war das ganze Stück? [Misrachi nimmt still- 
schweigend als Wert eines Schekel 40 Lebanim an, dann sind 
9723/,, : 40 — 218/,, Schekel verkauft, das Stück wog also 
9723/54 218/41, = 100 Schekel.] 

50. Welches ist die Quadratzahl, welche 39 giebt, wenn sie 
zum 10fachen ihrer Wurzel addiert wird? [Mohammed ben 
Musa, S. 13; Alkarkhi, Käfi fil Hisab II, S. 11; Alkarkhi, 
Fakhri, S. 65 u. 66; Alkhayyami, S. 17; Johannes Hispa- 
lensis, 8. 112; Leonardo Pisano I], S. 407.] 

Lösung. Wir multiplizieren die Zahl der Wurzeln mit sich 
selbst, das giebt 100. Diese Zahl 100 multiplizieren wir mit 39, 
da kommt 3900 heraus, und das merken wir uns. 

Dann multiplizieren wir die Hälfte von 100 mit sich selbst, 
das giebt 2500. Dies addieren wir zu dem, was wir uns gemerkt 
haben, und erhalten 6400. Daraus ziehen wir die Wurzel, das 
ist 80. Dies ziehen wir ab von der Zahl, die entsteht, wenn 
wir 50, d. i. die Hälfte von 100, zu 39 addieren, also von 89. 
Da bleibt 9 übrig, und das ist die gesuchte Quadratzahl; ihre 
Wurzel ist 3. 

Oder, wenn dir ein anderer Weg besser gefällt, so nehmen 
wir die Hälfte der Anzahl der Wurzeln und multiplizieren sie 
mit sich selbst. Was herauskommt, addieren wir zu der Zahl, 
welche gleich der Summe der Quadratzahl und ihrer 10 fachen 
Wurzel ist. Aus dem Resultate ziehen wir die Wurzel und sub- 
trahieren von derselben die halbe Anzahl der Wurzeln. Was 
herauskommt, ist die Wurzel der gesuchten Quadratzahl. 

Misrachi lehrt dann weiter, wie Aufgaben, in denen von 
einem Vielfachen oder von einem Bruchteile einer Quadratzahl 
die Rede ist, durch Division oder durch Multiplikation auf den 
behandelten Fall zurückgeführt werden. Als Beispiele behandelt 
er zwei Aufgaben, von denen die erste in unserer Schreibweise 
322-4 12x = 180, die zweite 1/22 + 3x2 — 30 lautet, und 
welche, die erste durch Division mit 3, die zweite durch Multi- 
plikation mit 3 in 2?-+4x = 60 und 2? 9x 90 übergehen. 

5l. Welches ist die Quadratzahl, die, zu 21 addiert, gleich 
dem 10fachen ihrer Wurzel ist? [Mohammed ben Musa, S. 16; 
Alkarkhi, Käfi fil Hisab IH, S. 12; Alkarkhi, Fakhri S. 67.] 
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Lösung. Wir nehmen die Hälfte der Anzahl der Wurzeln 
und multiplizieren sie mit sich selbst; das giebt 25. Davon 
ziehen wir 21 ab; es bleibt 4 übrig. Aus dieser Zahl ziehen wir 
die Wurzel; das giebt 2. Dies ziehen wir von der Hälfte der 
Anzahl der Wurzeln ab und erhalten 3 als Rest. Das ist die 
Wurzel der gesuchten Quadratzahl. Multiplizieren wir dieselbe 
mit sich selbst, so kommt 9 heraus, und das ist die gesuchte 
Quadratzahl !). 

Wenn das, was bei der Multiplikation der halben Anzahl 
der Wurzeln mit sich selbst herauskommt, gleich der mit der 
Quadratzahl verbundenen Zahl ist, so ist die Wurzel des ge- 
suchten Quadrates gleich der halben Anzahl der Wurzeln. 

Wenn das, was bei der Multiplikation der halben Anzahl 
der Wurzeln mit sich selbst herauskommt, weniger als die mit 
der Quadratzahl verbundene Zahl ist, so ist die Aufgabe zweifellos 
unmöglich. 

Auch hier bemerkt Misrachi, dafs, wenn von einem Viel- 
fachen oder von einem Bruchteile einer gesuchten Quadratzahl 
die Rede ist, man durch Division oder durch Multiplikation die 
Aufgabe auf die oben gelöste zurückführt. 

Weiter giebt er noch folgende Lösung der oben behandelten 
Aufgabe, die wir x? + 21 = 10x schreiben: Multipliziere die 
Anzahl der Wurzeln mit sich selbst, das giebt 100; dann multi- 
pliziere 100 mit 21, das giebt 2100, und diese Zahl merke dir. 
Weiter multipliziere die Hälfte dessen, was bei der Multiplikation 
der Anzahl der Wurzeln mit sich selbst herauskommt, d. i. 50, 
mit sich selbst; das giebt 2500. Davon ziehe die gemerkte Zahl 
ab; da bleibt 400 übrig. Die Wurzel dieser Zahl ist 20; das 
ziehe von 50 — d.i. der Hälfte dessen, was bei der Multipli- 
kation der Anzahl der Wurzeln mit sich selbst herauskommt — 
ab. Da bleibt 30 übrig. Davon ziehe die mit der Quadratzahl 
verbundene Zahl 21 ab; dann bleibt 9, und das ist die gesuchte 
Quadratzahl, ihre Wurzel ist 3. 

52. Welches ist die Quadratzahl, welche dem Dreifachen 
ihrer Wurzel und 4 gleich ist? [Mohammed ben Musa, 8. 19; 
Alkarkhi, Käfi fil Hisab II, S. 13; Johannes Hispalensis, 
51132] 


1) Dafs es in diesem Falle zwei reelle positive Wurzeln giebt, ist 
Misrachi entgangen; die Araber geben beide an. 
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Lösung. Nimm die halbe Anzahl der Wurzeln und multi- 
pliziere sie mit sich selbst; das giebt 21/,; addiere dies zu der 
mit der Anzahl der Wurzeln verbundenen Zahl, d. i. 4; da kommt 
6!/, heraus. Daraus ziehe die Wurzel; das giebt 2!/,. Diese Zahl 
addiere zur halben Anzahl der Wurzeln; da erhältst du 4; das 
ist die"Wurzel der gesuchten Zahl, und ihr Quadrat 16 ist die 
gesuchte Quadratzahl selbst. Oder ein anderer Weg: Multi- 
pliziere die Zahl der Wurzeln mit sich selbst; da kommt 9 
heraus. Das multipliziere mit 4; das giebt 36, und diese Zahl 
merke dir. Weiter nimm die Hälfte von dem, was bei der Multi- 
plikation der Anzahl der Wurzeln mit sich selbst herauskommt, 
das giebt 4!/,. Das multipliziere mit sich selbst, da kommt 201/, 
heraus; dies addiere zu der Zahl, die du dir gemerkt hast; 
das giebt 56!/,. Daraus ziehe die Wurzel, das ist 71/,. Hierzu 
addiere die Hälfte dessen, was bei der Multiplikation der Anzahl 
der Wurzeln mit sich selbst herauskommt, d. i. 41/,, und aulser- 
dem noch die Zahl 4 Da kommt 16 heraus, und das ist die 
gesuchte Quadratzahl. 


Wenn die Quadratzahl vervielfacht oder geteilt ist, so mulst 
du die Aufgabe wie oben auf ein Quadrat zurückführen. 


53. Wie findet man das Doppelte oder das Dreifache oder 
irgend ein anderes Vielfaches der Wurzel einer Quadratzahl, ohne 
dals man die Wurzel selbst kennt, d. h. wie findet man das 
Vielfache der Wurzel, ohne erst die Wurzel zu bestimmen und 
nachher ihr Vielfaches? Wieviel ist z. B. das Vierfache der 
Wurzel von 9? 

Lösung. Wir multiplizieren die Vervielfachungszahl mit 
sich selbst; das giebt 16; dann multiplizieren wir 16 mit 9, 
welches die Quadratzahl ist, und erhalten 144. Die Wurzel 
daraus ist 12, und das kommt heraus, wenn wir die Wurzel von 
9 mit 4 multiplizieren. | 

54. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
dem Doppelten oder dem Dreifachen oder einem beliebigen an- 
deren Vielfachen der Wurzel irgend einer Quadratzahl ist? Man 
soll aber nicht erst die Wurzel und dann das Vielfache der 
Wurzel bestimmen, sondern es soll durch eine Rechnung alles 
richtig herauskommen. 

55. Wie findet man !/, oder !/; oder Y/, der Wurzel einer 
Quadratzahl, ohne zuerst die Wurzel zu bestimmen ? 


56. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
2/; der Wurzel von 9 ist, ohne dafs man erst die Wurzel von 9 
nimmt und sie mit ?/, multipliziert ? 

57. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
dem ist, was herauskommt, wenn man die Wurzel irgend einer 
Quadratzahl mit der Wurzel irgend einer anderen Quadratzahl 
multipliziert? Man soll aber nicht erst die Wurzeln bestimmen, 
sie dann multiplizieren und nun erst das Quadrat berechnen. 

58. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
dem ist, was bei der Multiplikation des Doppelten oder eines 
anderen Vielfachen der Wurzel einer Quadratzahl mit dem 
Doppelten oder einem anderen Vielfachen der Wurzel einer an- 
deren Quadratzahl herauskommt? Man soll aber nicht erst die 
Wurzeln der Quadratzahlen, dann die Vielfachen derselben, dann 
das Produkt der Vielfachen hestimmen und dies Produkt mit 
sich selbst multiplizieren, sondern die Antwort soll richtig durch 
eine Rechnung herauskommen. 

59. Wie finden wir die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
dem ist, was herauskommt bei der Multiplikation eines Bruch- 
teils oder mehrerer Bruchteile der Wurzel einer Quadratzahl 
mit einem Bruchteil oder mehreren Bruchteilen der Wurzel einer 
anderen Quadratzahl, ohne dafs wir erst die Wurzeln finden, 
dann die Bruchteile derselben nehmen, darauf die Bruchtheile 
multiplizieren und endlich das Quadrat des Produktes nehmen, 
sondern wir sollen durch eine Rechnung alles richtig heraus- 
bringen. 

60. Wie findet man, was herauskommt bei der Division 
der Wurzel einer Quadratzahl durch die Wurzel einer anderen 
Quadratzahl, ohne dafs man erst die Wurzeln bestimmt und 
dann die eine in die andere dividiert ? 

61. Wie findet man, was herauskommt bei der Division 
des Doppelten oder eines anderen Vielfachen der Wurzel einer 
Quadratzahl durch ein Vielfaches der Wurzel einer anderen 
Quadratzahl, ohne dafs man erst die Wurzeln, dann ihre Viel- 
fachen bestimmt und darauf dividiert ? 

62. Wie findet man, was herauskommt bei der Division 
eines oder mehrerer Bruchteile der Wurzel einer Quadratzahl 
durch einen oder mehrere Bruchteile der Wurzel einer anderen 
Quadratzahl, ohne erst die Wurzeln, dann ihre Bruchteile zu 
bestimmen und darauf zu dividieren ? 
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63. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Summe der Wurzeln zweier Quadratzahlen ist, ohne dafs 
man diese Wurzeln selbst kennt’? 

64. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Summe ist, die herauskommt, wenn man das Doppelte oder 
ein anderes Vielfaches der Wurzel einer Quadratzahl zum Dop- 
pelten oder einem anderen Vielfachen der Wurzel einer anderen 
Quadratzahl addiert? Man soll aber nicht erst die Wurzeln, 
dann ihre Vielfachen und dann die Summe dieser Vielfachen 
berechnen. 

65. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Summe ist, die herauskommt bei der Addition eines oder 
mehrerer Bruchteile der Wurzel einer Quadratzahl zu einem oder 
mehreren Bruchteilen der Wurzel einer anderen Quadratzahl ? 
Man soll aber nicht erst die Wurzeln, dann die Summe der 
Bruchteile und dann das Quadrat dieser Summe bilden. 

66. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Differenz der Wurzeln zweier Quadratzahlen ist, ohne dals 
man diese Wurzeln selbst kennt? 

67. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Differenz ist, die entsteht, wenn man das Doppelte oder ein 
anderes Vielfaches der Wurzel einer Quadratzahl vom Doppelten 
oder einem anderen Vielfachen der Wurzel einer anderen 
(Quadratzahl subtrahiert? Man soll aber nicht erst die Wur- 
zeln, dann ihre Vielfachen und zuletzt das Quadrat des Restes 
bestimmen. 

68. Wie findet man die Quadratzahl, deren Wurzel gleich 
der Differenz ist, die sich ergiebt, wenn man einen oder 
mehrere Bruchteile der Wurzel einer Quadratzahl von einem oder 
mehreren Bruchteilen der Wurzel einer anderen Quadratzahl 
subtrahiert? Man soll aber nicht erst die Wurzeln, dann die 
Bruchteile, dann die Differenz der Bruchteile und endlich das 
Quadrat der Differenz bestimmen. 

69. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
verschiedene Teile geteilt werden, dafs das Quadrat des grölseren 
Teils gleich dem Produkte beider Teile sei, oder gleich diesem 
Produkte, vermehrt um einen Bruchteil desfelben, oder gleich 
einem um einen Bruchteil vermehrten Vielfachen des Produktes, 
oder gleich einem Bruchteil des Produktes? [Mohammed ben 
Musa, S. 35; Leonardo Pisano I, S. 410.] 
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70. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
verschiedene Teile geteilt werden, dals, wenn wir den gröfseren 
Teil durch den kleineren dividieren, der Quotient gleich 6 oder 7 
oder gleich irgend einer anderen Zahl sei. [Mohammed ben 
Musa, 8. 37; Leonardo Pisano I, S. 410.] 

71. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
Teile geteilt werden, dals das Quadrat der ganzen Zahl 6!/, mal 
soviel als das Quadrat des einen der beiden Teile oder irgend 
ein Vielfaches dieses Quadrates sei. [Mohammed ben Musa, 
8. 36; Leonardo Pisano I], S. 410.] 

72. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
Teile geteilt werden, dafs das Quadrat des gröfseren Teils 
21/,mal soviel wie das Quadrat des kleineren Teils oder irgend 
ein anderes Vielfaches dieses Quadrates sei. 

73. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
verschiedene Teile geteilt werden, dals das Quadrat des grölseren 
Teils gleich dem Produkte ist, das wir erhalten, wenn wir den 
kleineren Teil mit 9 oder 10 oder irgend einer anderen Zahl 
multiplizieren. [Mohammed ben Musa, S. 47; Leonardo 
Pisano I], S.410; Christoff Rudolff, S. 677.] 

74. Es soll 10 oder irgend eine andere Zahl so in zwei 
verschiedene Teile geteilt werden, dafs das Produkt des kleineren 
Teils in den grölseren gleich 21 oder gleich irgend einer an- 
deren Zahl sei. [Mohammed ben Musa, S. 41.] 

75. Es soll eine Zahl von der Beschaffenheit gefunden 
werden, dafs, wenn man 8 oder irgend eine andere Zahl dazu 
addiert und die Summe mit 4 oder einer anderen Zahl multi- 
pliziert, das Produkt gleich dem Quadrate der Zahl sei. 

76. Ein König schickt nach einem Orte einen Läufer aus, 
der jeden Tag 10 Mil geht. Zu gleicher Zeit schickt er einen 
anderen Läufer ab, der den ersten Tag 1, den zweiten Tag 2, 
den dritten Tag 3, u.s.w. Mil zurücklegt. Wann wird der zweite 
den ersten einholen? [Alkarkhi, Fakhri, S. 82; Leonardo 
Pisano I, S. 168; mathematische Scherzaufgaben 8; Nicolas 
Chuquet, probl. 98; Christoff Rudolff, 5. 571.] 

77. Jemand hat seine Güter unter seine Söhne geteilt und 
verordnet, dafs der erste von dem Gelde zuerst ein Goldstück 
und dann !/,, des Restes erhalten solle; von dem, was der erste 
übrig gelassen, solle der zweite 2 Goldstücke und dann noch 
1/,. des Restes erhalten; von dem, was der zweite noch übrig 
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gelassen, solle der dritte 3 Goldstücke und dann noch 1/,, des 
Restes nehmen; und in dieser Weise solle es weiter gehen, und 
der letzte der Söhne solle alles erhalten, was die anderen übrig 
gelassen haben. Wenn wir nun finden, dafs alle Söhne gleich- 
viel erhalten haben, wieviel Geld war dann vorhanden, und unter 
wieviel Söhne wurde es geteilt? [Leonardo Pisano I], S. 279; 
Maximus Planudes, S. 55; Nicolas CGhuquet, probl. 129; 
Johannes Widmann, fol. 97; Christoff Rudolff, S. 415; 
vielleicht nachgebildet der Aufgabe VI im Anhang zu Nicomachi 
Geraseni introductionis arıthmeticae, libri II, ed. R. Hoche, 
Leipzig 1866, S. 153.] 

Lösung. Ziehe 1 von dem Nenner des Bruches — hier 10 — 
‚. ab; was übrig bleibt — hier 9 —, ist die Anzahl der Söhne, das 
Quadrat dieser Zahl — hier 81 — die Anzahl der Goldstücke. 

Misrachi löst dieselbe Aufgabe noch einmal unter der 
Voraussetzung, dafs statt !/,, der Bruch !/, genommen wird, wo 
sich dann 6 Söhne und 36 Goldstücke ergeben. 

78. Welche Zahl läfst 1 übrig bei der Division durch 2 
ferner 2 bei der Division durch 3, 3 bei der Division durch 4, 
ebenso 4 bei der Division durch 5 und 5 bei der Division 
durch 6, endlich Null bei der Division durch 7? [Aufgaben wie 
diese und die beiden folgenden in: „Die Arithmetik der 
Chinesen“, S. 77; Leonardo Pisano I, S. 281.] 

Misrachi zeigt, dafs die fünf ersten Bedingungen durch 
die Zahl 60—1 erfüllt werden, da 60 die kleinste Zahl ist, 
welche die Divisoren 2, 3, 4, 5, 6 enthält. Um nun noch der 
letzten Bedingung, dafs die Zahl durch 7 teilbar sei, zu genügen, 
bestimmt er die Zahl, mit welcher man den Rest der Division 
von 60 durch 7, d. i. 4, multiplizieren muls, damit das um 1 
verringerte Produkt durch 7 teilbar sei. Er erhält 2, da 4.2 —1 
— 7 ist. Als gesuchte Zahl ergiebt sich also 60.2 — 1 = 119. 

Ebenso ermittelt er weiter die Zahl, welche für die Divi- 
soren 2, 3, 4, 5 beziehungsweise die Reste 1, 2, 3, O0 giebt. 

79. Welche Zahl läflst bei der Division durch 2, 3, 4, 5, 6 
jedesmal den Rest 1, während bei der Division durch 7 nichts 
übrig bleibt? [301.] 

Welche Zahl läfst bei der Division durch 2, 3, 4 den Rest 1, 
bei der Division durch 5 den Rest Null? 

Lösung. Wir suchen die kleinste Zahl, welche 2, 3, 4 ent- 
hält, und das ist 12. Dann dividieren wir 12 durch 5, nehmen 
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den Rest der Division, d. i. 2, und sehen, womit wir denselben 
multiplizieren müssen, damit das Produkt, wenn 1 dazu addiert 
wird, durch 5 teilbar sei. Wir finden, dafs das 2 ist, denn 2 
mal 2 ist 4, und 4-—+1=5 geht durch 5 auf. Deshalb multi- 
plizieren wir 12 mit 2, das giebt 24, zählen 1 hinzu, das giebt 25, 
und dies ist die gesuchte Zahl. 

80. Welche Zahl giebt, wenn sie durch 2 geteilt wird, den 
Rest 1, durch 3 den Rest 2, durch 4 den Rest 3, durch 5 den 
Rest 1, durch 6 den Rest 5, durch 7 den Rest 1, durch 8 den 
Rest 7, durch 9 den Rest 8, durch 10 den Rest 1? [71.] 

Weiter bestimmt Misrachi 500 als die Zahl, welche bei 
der Division durch 

ZEINANEDEEON 6,549.0.97-10 
beziehungsweise die Reste 
Dana. 0°oieht, 


II. Teil. Geometrische Aufgaben. 1. Kapitel. Aufgaben, 
die durch Regeldetri gelöst werden. 


81. Ruben mietet den Simeon, dals er ihm in seinem Wein- 
berge 10 in die Länge und 5 in die Breite für 15 Peschutim 
grabe. Er hat 9 in die Länge und 4 in die Breite gegraben. 
Wieviel Lohn erhält er? [Mit anderen Zahlen Abraham ibn 
Esra, 8. 55.] 

82. Wie bestimmt man ohne direkte Messung die Höhe 
eines Gegenstandes, der auf der Erdoberfläche senkrecht steht ? 
[Ähnlich behandelt in Gerbert, S. 435 ff.; Leonardo Pisano 
II, S. 202; Beha-eddin, S. 35.] 

Misrachi löst die Aufgabe zunächst auf folgende Weise: 
Er setzt die Erdoberfläche an der Stelle, wo der Gegenstand steht, 
als eben voraus, stellt in der Nähe desfelben eine Stange senk- 
recht auf und bringt das Auge an den Punkt der Erdoberfläche, 
- welcher von der Verbindungslinie der Spitze des Gegenstandes 
mit der Spitze der Stange getroffen wird. Er milst dann die 
Entfernung des Auges vom Fulfspunkte des Gegenstandes und 
von dem der Stange, und hieraus, sowie aus der Höhe der Stange 
findet er mittels einer Proportion die Höhe des Gegenstandes. 

Für den, welcher sich nicht die Mühe geben will, sein Auge 
an die Erdoberfläche zu bringen, schlägt er folgendes Verfahren 


u 


vor: Man soll sich so aufstellen, dafs das Auge in der Richtung 
der Linie ist, welche die Spitze des Gegenstandes mit der Spitze 
der Stange verbindet. Dann soll man die Entfernungen messen, 
in der man sich vom Fulspunkte des Gegenstandes und von dem 
der Stange befindet. Aus diesen beiden Entfernungen und aus 
der Differenz zwischen der Höhe der Stange und der des eigenen 
Körpers bestimmt er dann mittels einer Proportion die Differenz 
zwischen der Höhe des Gegenstandes und der des eigenen Kör- 
pers. Wird zu dieser Differenz die Höhe des Körpers addiert, 
so ergiebt sich die gesuchte Höhe. 

Auf dieselbe Weise bestimmt Misrachi weiter die Höhe 
eines beliebigen Punktes des Gegenstandes über dem Boden und 
durch Subtraktion dieser Höhe von der Höhe der Spitze die 
Entfernung dieses Punktes von der Spitze. Ebenso bestimmt er 
die Höhen zweier verschiedenen Punkte des Gegenstandes und 
durch Subtraktion dieser Höhen die Entfernung der beiden 
Punkte von einander. 

83. Die Länge einer beliebigen Ebene zu finden, ohne sie 
zu messen. [Ähnlich Gerbert, $. 436.] 

Lösung. Wir stellen am Ende der Ebene eine beliebige 
Stange rechtwinklig auf, wählen auf derselben einen Punkt, der 
tiefer als die Spitze liegt, und bringen in demselben eine zweite 
Stange senkrecht zur ersten an. Diese zweite Stange machen 
wir so lang, dafs die gerade Linie, die von dem auf der Spitze 
der ersten Stange ruhenden Auge ausgeht, drei Punkte trifft, 
nämlich diese Spitze, das Ende der zweiten Stange und das Ende 
der Ebene, deren Länge gesucht wird. Dann messen wir die 
Länge von der Spitze der ersten Stange bis zu dem Punkte, wo 
die zweite Stange anfängt, und merken sie uns. Weiter messen 
wir die Länge der ganzen ersten Stange und merken sie uns 
gleichfalls. Endlich messen wir die Länge der zweiten Stange 
und merken sie uns. Nun schliefsen wir und sagen: Wenn die 
erste Zahl, die wir uns gemerkt haben, der zweiten entspricht, 
wieviel entspricht dann der dritten? Und was herauskommt, ist 
die Länge der Ebene. 

84. Wie bestimmt man die Tiefe eines Teiches, ohne sie 
zu messen ? 

Lösung. Wir stellen am Rande des Teiches senkrecht zur 
Erde eine gerade Stange auf und bringen unten senkrecht zu 
ihr eine zweite Stange an, die wir so lang machen, dafs die 


gerade Linie, von dem auf der Spitze der ersten Stange ruhenden 
Auge nach dem Ende der zweiten Stange gezogen, auch den 
tiefsten Punkt des Teiches trifft. In dem Punkte des Teiches, 
welchen der Zuschauer so erblickt, stellen wir rechtwinklig 
noch eine dritte Stange auf, deren Spitze bis an die Oberfläche 
des Wassers geht. Dann messen wir die Länge der zweiten 
Stange von der Spitze bis zu dem Punkte, den sie mit der ersten 
Stange gemeinsam hat, und merken sie uns. Weiter messen 
wir die Entfernung der Spitze der zweiten von dem oberen Ende 
der im Wasser stehenden Stange und merken sie uns auch. 
Endlich messen wir die Länge der ersten Stange und merken 
sie uns. Nun schliefsen wir und sagen: Wenn die erste der 
drei Zahlen, die wir uns gemerkt haben, der zweiten entspricht, 
wem entspricht dann die dritte? Was herauskommt, ist die 
gesuchte Tiefe. 

85. Jemand mietet einen Arbeiter, der ihm einen Graben 
von 10 in der Länge, 8 in der Breite und 9 in der Tiefe für 
10 Lebanim graben soll. Der Arbeiter gräbt 9 in der Länge, 
7 ın der Breite und 8 in der Tiefe. Wieviel Lohn erhält er? 
[Mit anderen Zahlen Abraham ibn Esra, S. 55.] 

86. Wenn man eine Kugel, die aus Gold und Silber besteht, 
vor dich gebracht hat, wie kannst du dann bestimmen, wieviel 
Gold und wieviel Silber darin ist, ohne sie auf dem Prüfsteine 
zu untersuchen ? 

87. Ein Stein von der Länge 2, der Breite 1 und der Höhe 3 
bewegt sich mit gleichmälsiger Geschwindigkeit von oben nach 
unten in einen vollen Wasserbehälter, dessen Länge 10, Breite 5 
und Tiefe 15 ist. In den Behälter führt eine Röhre, die ihn, 
wenn nichts ausströmt, in 1!/, Tagen zu füllen im stande ist. 
Ferner ist am Boden des Behälters eine Öffnung, durch welche 
derselbe, wenn kein Wasser zuströmt, in einem Tage geleert wird. 
In dem Augenblicke, wo die untere Fläche des Steines auf die 
Oberfläche des Wassers trifft, werden beide Röhren geöffnet, und 
der Stein dringt so in das Wasser ein, dafs der Behälter voll 
bleibt, wie im Anfange, ohne dafs Wasser überläuft. Wieviel 
Zeit vergeht von dem Augenblicke an, wo die untere Fläche des 
Steines die Oberfläche des Wassers berührt, bis zu dem Augen- 
blicke, wo die obere Fläche des Steines mit der Oberfläche des 
Wassers in einer Ebene liegt, während der Behälter noch ganz 
voll ist? [Ähnlich Leonardo Pisano I, S. 403.] 
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Misrachi will also bestimmen, wie lange es dauert, bis die 
Differenz zwischen dem Volumen des ausfliefsenden und dem des 
einströmenden Wassers genau gleich dem Volumen des Steines, 
also gleich 2.1.3 — 6 oder, da der Behälter das Volumen 
10.5.15 = 750 hat, $/750 = Yı»; des ganzen Behälters ist. Die 
Röhre, welche in den Behälter führt, würde denselben in 
1'/, Tagen füllen, liefert also in einem Tage 2/; der Wassermasse, 
während die Ausflufsöffnung in einem Tage die ganze Wassermasse 
ausströmen lälst. In einem Tage — 12 Stunden ist danach die 
Differenz zwischen dem Volumen des ausströmenden und dem des 
einflielsenden Wassers gleich 1 — 2/,;, = !/; des Behälters, oder 
die Wassermasse nimmt um 1/, in 12, also um Yo, in 36/55 
Stunden ab. 

Es kommen bei dieser Aufgabe fünf Grölsen in Betracht: 
das Volumen des Steines; das Volumen des Behälters; die Zeit, 
in welcher die Röhre den Behälter füllt; die Zeit, in welcher der 
Behälter durch die Öffnung entleert wird; die Zeit, in welcher 
das Volumen des Wassers sich um dasjenige des Steines ver- 
mindert. Da vier dieser Grölsen die fünfte bestimmen, so lälst 
die Aufgabe vier Umkehrungen zu, die Misrachi sämtlich 
behandelt. 

88. Ein Stein von der Länge 2, der Breite 1 und der Höhe 3 
bewegt sich mit gleichmälsiger Geschwindigkeit von oben nach 
unten in einen vollen Wasserbehälter, dessen Länge 10, Breite 5 
und Tiefe 15 ist. In den Behälter führt eine Röhre, die ihn, 
wenn kein Wasser ausströmt, in 1V/, Tagen füllt; ferner ist am 
Boden eine Öffnung. Sobald die untere Fläche des Steines die 
obere Fläche des Wassers im vollen Behälter berührt, werden 
die Röhre und die Bodenöffnung geöffnet, und der Stein geht so 
in das Wasser hinein, dafs der Behälter immer voll bleibt und 
auch kein Wasser verschüttet wird. Der Stein senkt sich nun 
so lange, bis seine obere Fläche mit der Wasseroberfläche des 
noch vollen Behälters in einer Ebene liegt. Wenn dies nach Ab- 
lauf von 36/j5, einer Stunde geschieht, in welcher Zeit wird dann 
der Behälter durch die Öffnung am Boden geleert, wenn weder 
Wasser durch die Röhre einströmt, noch Regen hineinfällt ? 

89. Der erwähnte Stein geht in gleichmäfsiger Bewegung in 
den Behälter hinein, in welchen eine Röhre führt, und welcher 
durch die Öffnung am Boden in einem Tage geleert wird. Man 
öffnet die Röhre, sowie die Öffnung am Boden, und der Stein 
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dringt in gleichmäfsiger Bewegung in das Wasser ein. Wenn 
nun von dem Augenblicke, wo die untere Fläche des Steines die 
Oberfläche des Wassers berührt, bis zur Zeit, wo seine obere 
Fläche mit der Wasseroberfläche des noch vollen Behälters in 
einer Ebene liegt, 3%/,,, einer Stunde vergehen, in welcher Zeit 
füllt dann die Röhre den Behälter ? 

90. Der erwähnte Behälter wird durch die Öffnung am 
Boden in einem Tage geleert und durch die Röhre, die hinein- 
mündet, in 1!/,; Tagen gefüllt. Der Stein senkt sich in gleich- 
mälsiger Bewegung, so dafs kein Wasser vergossen wird und der 
Behälter noch voll ist, wie er anfangs war. Wenn nun dieses 
Eindringen des Steines in das Wasser 36/,,, einer Stunde dauert, 
wie grols ist dann das Volumen des Steines? 

91. Der erwähnte Stein senkt sich in gleichförmiger Be- 
wegung in den vollen Behälter, so dafs kein Wasser überflielst 
und der Behälter voll bleibt, wie er im Anfange war. Die Röhre, 
die hineinführt, füllt den Behälter in 1!/, Tagen, wenn kein Wasser 
ausströmt, und die Öffnung am Boden leert ihn in einem Tage, 
wenn weder Wasser aus der Röhre, noch Regen hineinkommt. 
Wenn nun das Eindringen des Steines in das Wasser 36/9; einer 
Stunde dauert, welches Volumen hat dann der Behälter ? 


2. Kapitel. Aufgaben, die ohne Regeldetri gelöst 
werden. 


92. Eine Leiter von 10 Ellen Höhe ist so gegen eine Wand 
von ebenfalls 10 Ellen Höhe gelehnt, dafs ihr Ende vom Ende 
der Wand 2 Ellen entfernt ist. . Wieviel Ellen sind dann vom 
Fufse der Leiter bis zu dem der Wand? [Abraham ıbn Esra, 
S. 84; Leonardo Pisano I], S. 397; Luca Paciuolo II, fol. 54 
verso; Christoff Rudolff, S. 591.] 

Lösung. Von dem Punkte, wo sich das Ende der Leiter 
befindet, bis zum Fufse der Wand sind 8 Ellen. Wir nehmen 
nun das Quadrat von 8, d.ı. 64, und ziehen diese Zahl von dem 
Quadrate der Zahl der Ellen der Leiter, d. i. 100, ab. Da bleibt 
36 übrig. Die Wurzel daraus ist 6, und soviel Ellen ist der Fuls 
der Leiter vom Fulse der Wand entfernt. 

93. Es sind zwei Türme da, der eine 60, der andere 
40 Ellen hoch. Die Entfernung beider beträgt 50 Ellen. Auf 
der Spitze jedes Turmes sitzt ein Vogel, und zwischen beiden 

Misrachi, Arithmetik. 5 
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Türmen befindet sich eine Quelle. Die Vögel fliegen in dem- 
selben Augenblicke mit gleicher Geschwindigkeit ab nach der 
Quelle hin, wo sie zugleich ankommen. Wie weit ist die Quelle 
vom Fufse jedes der beiden Türme entfernt?, [Alkarkhi, Käfi 
fil Hisäb III, S. 26; Leonardo Pisano I, S. 331 und 398; 
Christoff Rudolff, S. 503.] 

Misrachi behandelt dieselbe Aufgabe dann noch für den 
Fall, dafs die Türme 50 und 40 Ellen hoch und 60 Ellen von 
einander entfernt sind. 

94. Wie findet man aus dem Gewichte einer Kugel den 
Durchmesser derselben ? 

Zum Verständnis der Lösung, die Misrachi giebt, ist fol- 
sendes vorauszuschicken: Bekanntlich haben gleiche Volumina 
verschiedener Körper verschiedenes Gewicht, und wir verstehen 
unter dem specifischen Gewicht eines Körpers die Zahl, welche 
angiebt, wievielmal schwerer derselbe ist, als ein gleiches 
Volumen reines Wasser von 4°C. Statt auf Wasser könnten die 
verschiedenen Körper auch auf irgend einen anderen Stoff be- 
zogen werden, und Misrachi, der hier nur Metalle vergleicht, 
wählt dazu das Gold. Das specifische Gewicht des .Goldes ist, 
wenn die von dem Araber Alkhazini (1121) in seinem „Buch 
von der Wage der Weisheit“ gegebenen Zahlen zu Grunde gelegt 
werden, 19,05, das des Silbers 10,30. Wird daher das specifische 
Gewicht des Goldes gleich 1 gesetzt, so wird das des Silbers 
10,3 : 19,05 — 0,54 sein. Ebenso ergiebt sich für Zinn 0,37, für 
Blei 0,59, für Eisen 0,40, für Kupfer 0,45, und das sind die 
Zahlen, welche Misrachi benutzt. 

Nun ist das Volumen der Kugel */, vr? x, oder, wenn r 


d : 
durch 5 ersetzt und x = 31/, angenommen wird, 1!/,, d3, somit 


das Gewicht 11/,, d3s, wo s—= 1 zu setzen ist, wenn die Kugel 
aus Gold besteht, während für eine silberne Kugel s — 0,54 an- 
genommen werden muls, u. s. w. Wird daher das Gewicht » 
genannt, so besteht die Gleichung !1/,,d®s —= p, und mittels 
dieser Gleichung löst Misrachi die vorliegende, sowie auch die 
folgende Aufgabe. | 

95. Wie findet man aus dem Durchmesser einer Kugel das 
Gewicht derselben ? 

96. Wie findet man aus dem Gewichte eines Würfels das 
Gewicht der einbeschriebenen Kugel (von demselben Stoffe)? 
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Lösung. Nimm 11/,, vom Gewicht des Würfels; das ist das 
Gewicht der Kugel. Wenn z. B. der Würfel 343 Dirhem wiegt, 
so wiegt die Kugel 179?/, Dirhem. 

Wie findet man aus dem Gewichte einer Kugel das Gewicht 
des umbeschriebenen Würfels? 

Lösung. Nimm !%/,, vom Gewichte der Kugel und addiere 
es zu diesem Gewichte; was herauskommt, ist das Gewicht des 
umgebenden Würfels. 

Hat z. B. die Kugel das Gewicht 1792/,, so findet Misrachi 
‘als Gewicht des Würfels 343. 

97. Wie findet man das Gewicht der Kugel aus dem Ge- 
wichte des einbeschriebenen Würfels ? 

Lösung. Nimm das Dreifache des Quadrates der Würfel- 
seite, und merke es dir. Darauf ziehe die Wurzel aus dieser 
ersten Zahl, die du dir gemerkt hast, und merke sie dir auch. 
Dann nimm die erste Zahl, die du dir gemerkt hast, 3!/, mal 
und multipliziere das, was herauskommt, mit \, der zweiten 
Zahl, die du dir gemerkt hast. Was herauskommt, ist das Gewicht 
der umgebenden Kugel. 

Wie findet man das Gewicht des Würfels aus dem Gewichte 
der umbeschriebenen Kugel ? 

Lösung. Nimm !/, des Quadrates des Kugeldurchmessers, und 
merke es dir. Dann ziehe die Wurzel aus dem, was du dir ge- 
merkt hast, und multipliziere sie mit dem, was du dir gemerkt hast. 
Was herauskommt, ist das Gewicht des umgebenden Würfels. 

Als Beispiel nimmt Misrachi als Gewicht des Würfels 
8 Dirhem an und erhält für die umbeschriebene Kugel 21?7/,, 
Dirhem. Umgekehrt geht er von 21?7/,, als Gewicht der Kugel 
aus und findet als Gewicht des einbeschriebenen Würfels 
8 Dirhem. 

98. Das Gewicht eines Würfels beträgt 512 Dirhem. Jemand 
kommt und sägt an den Seiten so ab, dafs der übrig bleibende 
Körper acht Seitenflächen hat, die langgestreckte Vierecke sind, 
während die obere und die untere Grundfläche Achtecke mit 
gleichen Kanten und gleichen Winkeln sind. Wieviel hat der 
Würfel an Gewicht verloren ? 

Darauf kommt noch jemand und sägt an den Seiten so ab, 
dafs eine runde Säule entsteht, deren Grundfläche ein Kreis ist, 
und bei der die Grundflächen und die Dicke gleich sind. Wieviel 
hat dann der vorhergehende Körper an Gewicht verloren ? 


BR dafs eine Kigel übrig bleibt. Wieyiel hat. dann der vo 
gehende Körper an Gewicht verloren ? | FI 

99. Ein Baum ist 10 Ellen hoch. Es kommt ein an 
Wind und zerbricht ihn in zwei Teile; aber die Teile werde 
nicht getrennt, sondern der eine hängt von der Bruchstelle he 
unter, und seine Spitze ruht auf dem Boden. Die Entfernun % 
von der Spitze zur Wurzel beträgt 5 Ellen. Wieviel Ellen sind 
von der Spitze des Baumes bis zur Stelle, wo er gebrochen ist 
[Arithmetik der Chinesen, 8. 76; Bhäscara, 8. 64 u. 203.] 


über das Wasser hinaus, und ihr Ende steckt im Boden des 
Wassers. Die Tiefg des Wassers ist unbekannt. Wie können 
wir die: RR des im Wasser befindlichen Teiles nr Lanze bi 


wir uns ein Zeichen. Dann neigen wir die Lanze auf die linke 
Seite, bis ihre Spitze die Wasserfläche trifft, und machen dort 
ein zweites Zeichen. Hierauf nehmen wir Hi Hälfte der Ent- 
fernung beider Zeichen von einander und merken sie uns. Der 
Teil der Lanze, der (weil über dem Wasser befindlich) gesehe 
werden kann, nehmen wir gleich 1 Elle an, und danach b 
stimmen wir die Entfernung, die wir uns gemerkt haben, so da 
wir wissen, wie viele Ellen es in diesem neuen Mafse sind. Di 
Zahl dieser Ellen multiplizieren wir mit sich selbst, addiere 
zum Produkt 1, nehmen die Hälfte der Summe, ziehen von deı 
selben 1 ab, nd was übrig bleibt, ist die Zahl der Ellen Ba 
Lanze, u im Wasser bis zum Boden stecken. 
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